ALGEBRES ET COGEBRES DE GERSTENHABER ET COHOMOLOGIE 

DE CHEVALLEY-HARRISON 

WALID ALOULOU, DIDIER ARNAL ET RIDHA CHATBOURI 
OO 
O, 

^^ I Abstract. The fundamental example of Gerstenhaber algebra is the space Tpoiy(R'') of 

Cn . polyvector fields on R"^, equipped with the wedge product and the Schouten bracket. 

In this paper, we exphcitely describe what is the enveloping Goo algebra of a Gersten- 
haber algebra Q. This structure gives us a définition of the Chevalley-Harrison cohomology 
operator for Q. 

We finally show the nontriviality of a Chevalley-Harrison cohomology group for a nat- 
ural Gerstenhaber subalgebra in Tpoiy(R''). 

C^' Résumé. Un prototype des algèbres de Gerstenhaber est l'espace Tpoiy(R'') des champs de tenseurs 

^^ , sur R'* muni du produit extérieur et du crochet de Schouten. 

rG ' Dans cet article, on décrit explicitement la structure de la Goo algèbre enveloppante d'une algèbre 

jrt I de Gerstenhaber. Cette structure permet de définir une cohomologie de Chevalley-Harrison sur cette 

algèbre. 

On montre que cette cohomologie à valeur dans R n'est pas triviale dans le cas de la sous algèbre 
de Gerstenhaber des tenseurs homogènes T'^o°™(R'*). 

> 

OO 

1. Introduction et motivation 

O, 

OO , L'espace Tpoiy{W^) des champs de tenseurs antisymétriques est une algèbre de Lie graduée 

pour le crochet de Schouten. Afin d'étudier la cohomologie de Chevalley de cette algèbre 

pour la représentation adjointe, on peut se resteindre comme dans [AAClj à des cochaînes 

très simples: les cochaînes linéaires ou vectorielles définies sur les champs de vecteurs 

$H ' (respectivement les tenseurs linéaires). Dans les deux cas, la cohomologie est donnée par 

les mêmes cochaînes caractérisées par leur valeur sur les champs de vecteurs linéaires 
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y^a^{x)di, a* (x) linéaire. 



Mais Ç = Tpoiy{M.'^) possède une structure plus riche: c'est une algèbre de Gerstenhaber 
pour le produit extérieur et le crochet de Schouten. Grâce à cette structure, on peut définir 
une cohomologie de Chevalley-Harrison dont les cochaînes sont les applications linéaires de 
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'S'''^(((H)^^[1])[1]) dans ^[1] (la définition de cette bicogèbre est donnée dans les sections 6 
et 7). Cette dernière cohomologie est triviale (voir [GHj ou [T]). 

Les champs de vecteurs ou les tenseurs linéaires ne sont que des sous algèbres de Lie 
de Tpoiy{M.'^). Une sous algèbre de Gerstenhaber simple (et intéressante) de TpoiyÇ^'^) est 
formée par l'espace noté TJ^oiyO^'^) des tenseurs homogènes, c'est à dire des tenseurs 

a= y^ a*^"*'=(x)ôij A • • • A ôîj,, avec a*^"'''(rc) polynôme homogène de degré A:. 

il<--<ik 

En particulier, cette sous algèbre est de dimension finie et elle contient toutes les struc- 
tures de Poisson quadratiques. Les cocycles de Chevalley fondamentaux sur les champs 
de vecteurs et les tenseurs linéaires décrits dans |AAC1| et [AAC2) ne sont pas nuls sur 

Le but de cet article est d'étudier plus en détail cette situation. Tout d'abord, nous 
reprenons explicitement et complètement la construction de la structure de cogèbre de 
Gerstenhaber et de Goo-algèbre induites par celle d'algèbre de Gerstenhaber sur l'espace 
5"'"(((^ ^[1])[1]), ceci nous permet de préciser à chaque étape les signes apparaissant dans 
les prolongements des opérateurs définis sur Q. Plus précisément, une algèbre de Ger- 
stenhaber est un espace vectoriel gradué Ç muni de deux opérations A et [ , ] de degrés 
respectifs et —1 et respectivement commutatif et antisymétrique gradués. Malheureuse- 
ment les axiomes usuels de cette structure ne satisfont pas la règle des signes de Koszul sur 
Ç. On procède donc à un premier décalage en considérant l'espace G[l]. On obtient deux 
opérations //2 et [ , ] , dont la symétrie est l'opposée de celle de A et [ , ] et dont les axiomes 
vérifient bien la règle des signes de Koszul. 

On effectue, alors, le prolongement en ^ et [ , ] de ces deux structures sur le quotient 
(2)^(^[1]) de r(Ç[l]) par l'espace engendré par les images de toutes les applications batte- 
ments. 

Sur (^ (Ç[l]), on a un cocrochet naturel 6. Le produit ^ est une codérivation de 6 telle 
que fio fi = 0. 

Revenant au crochet [ , ], on l'étend à (^ (^[1]) de façon à en faire une algèbre de 

Lie. La construction classique consiste à considérer l'espace 5'"'"(((^ Ç[l])[l]) et à le munir 
d'un coproduit A et d'une codérivation i telle que i o i = 0. Il reste à décaler ô et fj, 
respectivement en k et m, pour les étendre aussi à 5'^(((^ Ç[l])[l]j. Cependant, m et i 
sont des codérivations de A et k telles que {m + £) o [m + i) = 0. Cette construction est 
explicitement décrite dans les sections 5 et 6. 



Finalement, on montre que le 3-cocycle de Chevalley fondamental C défini sur les champs 
de vecteurs à valeurs dans C°°(M'^) donne sur Tp"j^{W^) une cochaîne à valeurs dans M notée 
/. Nous montrons que / est un cocycle de Chevalley-Harrison non trivial. 
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Soit A une algèbre associative | [-graduée, son produit A (Si A — > A, a i^ (3 i — > a. (3 est 
associatif de degré 0. On considère l'espace A[ï\ et la graduation deg{a) = |a| — 1 qu'on 
note simplement par la lettre a. On construit un nouveau produit m2 sur ^[1] défini par 
m2{a ® (3) = (— l)"a./3. Alors, m2 devient un produit antiassocitif de degré 1 sur ^[1]: 

m2(m2(a,/3),7) = -(-l)"m2(a,m2(/3,7)). 

On considère, maintenant, l'algèbre tensorielle de A\\\ sans unité: T^(^[l]) = fl3((^^ ^[1])- 

p>i 
Cette algèbre munie du coproduit de déconcaténation 

p-i 
A(ai • • • Op) = ^ (ai (g) • • • (g) Ofc) (^ (ofc+i ® ■ ■ ■ ® ap) 

k=l 

est une cogèbre coassociative. En effet, on a 

p-i 

{id ® A) o A(ai (g) • • • «p) = (id (g) A) f ^ (ai • • • (g) a^) (^ (ofc+i (g • • • «p 

k=l 

= ^ («1 (g •••Oafc)(^(afe+i ••• (gai)(^(aj+i g) ••• ®ap) 

l<fe<jr<p-l 

et 

p-1 

(A id) o A(ai (g • • • Op) = ( A id) (^ ^ (ai • • • (g a^) (^ (a^+i (g • • • «p) 

i=i 
Y^ (ai(g---®afc)(g)(afe+i®---g)aj)(2)(aj+i(g---®. 

l<A;<jr<p-l 

Donc, (idgiA)oA = (A0id)oA et la cogèbre (r+(yl[l]). A) est alors coassociative. Cette 
cogèbre est colibre, ce qui permet de prolonger toute application linéaire Qk '■ (^^ A[ï\ — > 
A[l] en une codérivation de façon unique. En particulier, on prolonge le produit 1712 à 
(r"'"(yl[l]). A") comme une codérivation m de cette cogèbre {{m(^id + id(^m)o /\ = Aom) 
en posant: 

p-i 
m(ai g) • • • g) ap) = ^(-1)^^<^' "^"i g" • • • g" a^-i g) m2(aj, Oj+i) (g aj+2 <g • • • g" ap. 
i=i 

La codérivation m est de degré 1 dans T+(A[1]), elle vérifie m o m = 0. 
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En effet, d'une part on a 

p-i 
{m^id + id®m) o A (ai ® ■ ■ ■ ^ Œp) = {m ® id + id ^ m)i 2, cti ® ■ ■ ■ ® a^ (x) «fc+i ^ • • • ® OLp\ 

fc=i 
p-i fc-i 

= XI ( Z](~^)^'^' °' («1 «) • • • m2(aj, a^+i) «) • • • a^) (g) (ofe+i »•••<» «p) 

fc=i j=i 
p-i 
+ ^ (-l)^'<j"'(ai 0---0afe)(^(afe+i® •••0m2(aj,aj+i)0---®ap 

i=fc+i 

i<i<fc<p-i 

+ ^ (-I)^^<i"'(ai0---0afc)(g)(afc+i«)---0m2(aj,aj+i)0---®ap). 

D'autre part, on a 

p-i 
A om(ai <^ • • • ®oip) = A( ^(-1)^«<j "'«i (g) • • • ®aj-i m2(aj, Oj+i) (8i aj+2 <8 • • • ® oip\ 

i=i 

IZ (-l)^*<^"'(ai<»---®"i2(aj,ai+i)0---«)afc)(g)(afc+i®---0ap) 
i<i<fe<p-i 

+ Y^ (-I)^»<^"'(ai0---®afc)(g)(afc+i0---(8)m2(aj,aj+i)0---(g)ap) 
i<fe<i<p-i 

= {m^id + id^m) o A(ai • • • (g) Op). 

?7i étant une codérivation de degré impair, m o m = est aussi une codérivation. Avec 
les notations précédentes, m o m est l'unique prolongement de {m o 771)3 st puisque 

(777 o 777)3 (ai 0a20a3) = m2(m2(ai^a2)^a3 + (-I)"^ai^m2(a2^a3)) = 0. 
Par unicité de la codérivation qui prolonge les (777 o 777)^, on en déduit que rn, o 777 = 0. 

Définition 2.1. (Aqo algèbre) 

Une Aoo algèbre est une cogèbre codifférentielle graduée coassociative de la forme {T^{A[1]), A, 777) 
où A est le coproduit de déconcaténation et m est une codérivation de A de degré 1 et de 
carré nul. 

Soit F : (r+(^[l]). A) — > (r+(B[l]), A') un morphisme de cogèbres ((F F) o A = 
A' oF). On définit la projection Fn sur B[l] parallèlement à fl3((^"' ^[1]) de la restriction 

n>l 

de -F à T"(A[1]). L'application F„ : T"(A[1]) — > B[l] est 77— linéaire. Si on connaît la 
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suite des {Fn)n, on montre qu'on peut reconstruire F de façon unique, plus précisément: 

n-l 

F{ai (g) • • • (g) an) = ^ ^ -Fri («1 "g • • • (g "n ) (g • • • <8) -Frfe (arfc_i+i (g • • • O ««) 

fc=l 0<ri<---<rfe<n 

Nous exposons en détail cette preuve dans la section 4 dans le cas commutatif. 
Définition 2.2. (morphisme de A^o algèbres) 

Un morphisme de Aoo algèbres A et B est un morphisme de cogèbres coassociatives 
codifférentielles F : (T+(yl[l]),m^) — > {T+{B[l]),m^) tel que m^ o F = F o m"^. 

L'équation de ^oo morphisme m^oF = Fom écrite sur les applications Fn : T"(^[l]) — > 
B[l] définissant F prend la forme suivante: Posons ct{i^,,,^n} = cti . . . an- 
D'une part, on a 

m^ o F{ai® ■■■ ®an) = ^ m^ yFr-^{ai ® ■ ■ ■ ® Ur-^) <^ ■ ■ ■ ® Frj_^{ar,^_^+i ® ■ ■ ■ ® Ur, 

0<j<fcO<ri<---<rfc<n 

"^^(^^.("{r,-i+l,...,r,}) «) ^r,+i(a{r,.+l,...,r,.+i})) «> Fr^+M{ri+^+l,...,ri+2}) ^ ' ' ' ^^ ^r, (a{rfe_i+l,...,r,})- 

D'autre part, on a 

n-l 

F o m^(a{i,...,„}) = F{ ^(-l)"{i.-.^-i}a{i,...j_i} ® m^{aj aj+i) O a{j+2,...,„}) 

i=i 

n-l 

i=l fc,0<ri<---<rf;<n 

-^ri («{!,.. .,ri}) «) • • • (g -Frt (^a{rt_i+l,...,j-l} ® m^(aj g) aj+i) a{j+2,...,rt}) ® • • • (^ i^rfe (aK_i+l,...,rfe})- 

Il n'y a pas de F„ dans l'équation (m o F — F o w- )(a{i,...,n}) = 0; cherchons les termes 
oîi Fn-i apparaît: ce sont 

m^(F„_i(a|i^..._„_i})®Fi(a„)) + m-^(Fi(ai) (g) F„_i(a|2,...,„})) 

n— 1 

- J2^-'^^''^'--''-'^F'n-i{a{i,...j-i}0m^{aj0aj+i)(^a{j+2,...,n}) 

= (-l)"{i...,-i}H-iF,_i(a|i,..„„_i|).Fi(a„) + {-ir+'Fi{ai).Fn-i{a{2,...,n}) 

n-l 

= (d/fF„_i)(a{i^. .._„}) 
On retrouve l'opérateur de cobord de Hochschild dn- 
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Finalement, si y un ^ bimodule gradué, on note V\p] l'espace gradué V tel que si v est 
de degré i dans V, il sera de degré i — p dans V[p]. L'espace B = A(B J2p>o ^\p\ ™uni du 
produit 

est une algèbre associative et l'application / : A — > B, définie par f{a) = (a,0) est un 
morphisme d'algèbres. 

Un morphisme de cogèbres coassociatives différentielles F = f + C sera appelé une A^o 
formalité de module s'il est défini par des F„ homogènes de degré 0, de la forme Fi = / + Ci, 
oii Cl est linéaire de ^[1] dans F, et pour p > 1, Fp = Cp, oîi les Cp sont p-linéaires de 
(g)P^[l] dans y. 

On retrouve la cohomologie de Hochschild des algèbres associatives à valeurs dans un 
module V . 

Plus précisément, cette formalité est dite triviale s'il existe un morphisme G tel que 
C = m^ oG + Gom^,G étant de degré -1 et G = ^ Sp avec Bp : <^{A[l]) — > V[p]. 

On retrouve ainsi la cohomologie de Hochschild des algèbres associatives, puisque 
Proposition 2.3. {Aoo formalités et cohomologie de Hochschild) 

Avec les notations précédentes, F est une A^o formalité si et seulement si 

dnCk = pour tout fc > 0. 
F est triviale si et seulement si 

Cl = et Cfc = dnBk pour tout k > \. 



3. Loo ALGÈBRES ET COHOMOLOGIE DE ChEVALLEY 

Soit g une algèbre de Lie sur un corps K. Soit y un g module. La cohomologie de 
Chevalley de g à valeurs dans V est définie de la façon suivante: 

Une n-cochaîne C est une application n-linéaire alternée de g" dans V: 

CGC"(g,y) = //om(A"g,y), 

son cobord de Chevalley dcC G C'"'^^{q, V) est la cochaîne définie comme: 

dcC{XQ, . . . ,Xn) = 

n 

^' iyx,c{Xo, . . . ,î, . . . ,xj + V(-ir+-'c([x,,x,-],Xo, . . . ,z, . . . ,j, . . . ,x ^ 



j=0 i<j 



) ^'-nj 



On a de o de = et le ri^'^'^ groupe de cohomologie H^{q,V) est le quotient de l'espace 
Z"(g, V) des n cocycles (les cochaînes C telles que dcC = 0) par l'espace B'"-{q, V) des n 
cobords (les cochaînes C telles qu'il existe h G C"'~^(g, V) tel que C = dch). 
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Afin de présenter cette cohomologie de façon plus algébrique et intrinsèque, on regarde 
g comme une Loo algèbre. Cela permettra entre autres de généraliser immédiatement la 
cohomologie au cas des algèbres de Lie difi'érentielles et graduées. 

Rappelons d'abord la règle des signes de Koszul: si dans les axiomes d'une structure 
algébrique on a une somme de quantités qui sont des compositions ou des produits d'objets 
Xi, . . . ,Xn de degrés respectifs xi,...,Xn, dans divers ordres, lorsqu'on veut définir la 
structure graduée correspondante, on ajoute devant la quantité composée des objets dans 
l'ordre Xj^ , . . . , Xj^ la signature de la permutation graduée ( x/^ '.'.'. x^^ ) , c'est à dire le signe 

/ Xl ... Xn \ 
C ^^ Xij ... Xi^ j 

e est un morphisme et sur la transposition (xi,Xi+i), on a e(xi,Xj+i) = (^—i^j^i^t+i , 
Par exemple les axiomes d'une algèbre de Lie sont: 

[X,Y] = -[Y,X], [[X,Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X],Y] = 0. 

Les axiomes d'une algèbre de Lie graduée seront donc: 

[X,Y] = -eCyy)[Y,X] = {-iry[Y,X], 

0=[[X,Y],Z]+e{^,f,)[[Y,Z],X]+eCzry)[[Z,X],Y] 

= [[x,Y],z] + {^i)-(y+-) [[Y,z],x] + {-iy(-+y) [[z,x],y] . 

Pour une algèbre de Lie graduée différentielle, on ajoute la différentielle qui est une appli- 
cation d : g — > g de degré 1 et telle que: 

d[X,Y] = [dX,Y] + {-lf[X,dY]. 

La première étape de notre construction consiste en un décalage des degrés. Les signes 
apparaissant dans la formule de de pour une algèbre de Lie usuelle seront alors directement 
donnés par la règle de Koszul et la généralisation i de de sera de degré 1. On munit donc les 
vecteurs X de g du degré degré{X) = x = —1. On note g[l] cet espace gradué. Le crochet 
devient une application graduée symmétrique £ : S'^ (0[1]) — ^ 5[1] homogène de degré 1. 
De même l'algèbre /\g est isomorphe en tant qu'espace vectoriel à l'algèbre 5'(g[l]). Il n'y 
a pas d'isomorphisme d'algèbre entre ces deux espaces, il n'y a pas non plus d'isomorphisme 
linéaire canonique. Nous choisissons l'isomorphisme donné dans |AAC1] : 

X,, A • • • AX,„ ^ (-l)S^("-^-Kx,, X,„. 

Alors ^2(X,y) = (-l)^[X,y] et si g est différentielle, on posera ii{X) = dX. 

On considère S^ (g[l]) = X^„>o ^'^ (ôiA) comme une cogèbre pour la comultiplication A 
déduite de la déconcaténation de T+(g[l]), défini de la manière suivante: 

soit / = {il < ^2 < • • • < ik} une partie de {1, . . . ,n}, on note Xj le produit Xj^ Xi^. 

A est alors la comultiplication de degré définie par: 

A(Xi Xn)= Yl e{''i}-f)XjÇ^Xj. 

IUj={l,...n} 
\I\>0,\J\>Q 
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Remarquons que lorsque chaque Xi = — 1, le signe est simplement la signature de la permu- 
tation ( j' j" j . 

La cogèbre ainsi obtenue est une cogèbre cocommutative et coassociative : on note r la 
volte graduée 

T{X^Y)=ei^y)Y^X. 

alors 

To A = A 

(id (g) A) o A = (A (g) id) o A. 
En effet, on a: 



r o A(X|i,...,,}) = r J^ e ( %--f ) X, ® Xj 
i,J 



i,j 

et 

{id ® A) o A(X{i,...^„|) = J2iid ® A)e{%)--f ) X, ® Xj 

IUj={l...n} KUL=J 

Yl e{:^^---l)Xj®XK^XL 

IUKUL={l...n} 

= (A(g)i(i)oA(X{i,...,„|). 

Toute application linéaire / : (C,c) — > (^[l], A) oii {C,c) est une cogèbre cocommutative, 
coassociative et nilpotente (c'est à dire que pour tout c, 

(A (g) id®") o (A (g) zd®"-^) o . . . o Ac = 

pour n assez grand) se prolonge d'une façon unique en un morphisme de cogèbre F : 
(C,c)^(5+(b[1]),A). 

On dira que c'est la cogèbre cocommutative et coassociative libre (sans co-unité) en- 
gendrée par g[l]. On peut donc prolonger de façon unique l'application £i + £2 en une 
codérivation de degré 1 de notre cogèbre. Ce prolongement est donné par (voir |AMM] ) : 

^(Xi Xn) = J](-l)^»<:'"'Xi h(Xj) Xn 

J 

+ ^e {xiXjxi...îj"..xn) hiXi,Xj).Xi î ■ ■ ■ 3 Xn- 

i<j 
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i est une codérivation veut dire que, en tenant compte de la règle des signes de Koszul dans 
la définition du produit tensoriel des applications, 

(id (g) £ + £ (gi id) o A = A o £. 
Elle est de carré nul £ o ^ = (voir |AMMj . [K]). 
Définition 3.1. (Lqo algèbre) 

Une Loo algèbre est une cogèbre différentielle de la forme (S'+(g[l]), A,^) où A est défini 
ci- dessus et i est une codifférentielle de A est de carré nul. 

Si (s, [ , ],d) est une algèbre de Lie graduée différentielle, la Lqo algèbre L{g) = {S^{q[1]), A, 
telle que 

£i{X)=dX, i2iX.Y) = {-ir[X,Y], 4 = 0, A; = 3,4,... 

s'appelle la L^o algèbre enveloppante de q. 

Un morphisme de Lqo algèbre entre S^ (0[1]) et S^ (f)[l]) est une application F entre ces 
espaces qui est un morphisme de cogèbres différentielles. Puisque 5"+ (f)[l]) est libre, un tel 
morphisme est caractérisé par la donnée d'une suite d'aplications: 

F„:5"(0[l])^f)[l], 

homogène de degré 0. F est un morphisme de cogèbre si et seulement si, pour tout n, 

nxi Xn) = Y.\ E ^ ( ^^■■^. ) ^i/ii(^/i) p\h\i^h)- 

j>0 •'' /iU---U/j={l,...,n} 
/i.../j^0 

Enfin, F est un morphisme de cogèbres différentielles si et seulement si i^ o F = F o &. 
Ceci donne une équation sur les Fn, appelée équation de formalité. Si £^ (resp £'') est la 
codérivation caractérisée par les applications £p : ^^(gfl]) — > g[l] (resp. £q : S"'(f)[l]) — > 
[)[1]) et si F est caractérisée par les applications Fn : S'"(g[l]) — *• f)[l], cette équation 
s'écrit: 

0= E K^^:-";)4(%i(^^i) %i(^/j)- E ^n^^-^.f)Fp{ifj\{xi).xj). 

l<p<n If^P^fi 

hU---Ulp={l,...,n} /Uj={l,...,n} 

0<|/i|,...,|/p|<n |J|=P-1 

Supposons maintenant que g et i) soient deux algèbres de Lie graduées et y? : g — > i) un 
morphisme de degré d'algèbres de Lie. Cherchons tous les morphismes de L^o algèbres 
F : S^{q[1]) — > 5+ ([)[!]) tels que Fi = ip. Cela revient à chercher toutes les suites 
d'applications (F„) (F„ : S'"(g[l]) — > f)[l]) telles que: 



E ' ( x,x^^:::S..„ ) ^-i {il{x..xj).x^ . . . ïj . . . .x„) 



2 

IUj={l,...,n} 
0<\I\,\J\<n (n) 



0<i<j<n+l 
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Cette suite d'équations peut se résoudre par récurrence sur n. L'équation est vériffiée pour 
n = 2 puisque (p est un morphisme. Si on a résolu les équations (2), . . . , (n) qui portent sur 
Fi = c/9, F2, . . . , Fn-i, l'équation (n) devient une équation en F„ de la forme: 



l E ^r''^ï^'')4{F\i\{xi).^j\{xj)) 



2 

IUj={l,...,n+l} 

l<|/|,|J|<n 



E ^ ( -.-t:.S+l ) 4i^iX^).Fn{X^. ...î... .Xn+l))- 



i 



- E ^ V x^XjXl...V3lx„J,l j Fn{(!^2iXi-Xj).Xi ...Î...J X„+i). 

i<j 

On peut donc définir la L^o cohomologie. 
Définition 3.2. (Lœ cohomologie) 

Soit Q et t) deux algèbres de Lie graduées et (p un homomorphisme d'algèbres de Lie de 
degré de g dans f). On appelle n cochaîne sur g à valeurs dans i) une application Fn de 
degré fn de S"'{q[1]) dans [)[1]. L'opérateur de cobord di associe à cette cochaîne Fn la 
cochaîne 

dLFniXi X„+i) =l''oFn- {-ly-Fn O i^ 

= E^ (-f-VïiX. ) 4i^{X,).Fn{X,. ...î... .Xn+l))- 



-ly- Y. ^ ( xj;^;:..^^.^, ) Fn{ei{x,.x,).xi ...î...j... .x„+i: 

i<j 



Si Fn est de degré /„, d^F^ est de degré /„ + 1, donc 

dL o dUFn) = l^ o dLFn - (-l)^"+l(iLF„ o l^ 

= £^oâoFn- {-ly^â o Fn o (.^ - (-1)/"+!^') o F„ o ^S - F„ o £9 o ^S = 0. 

On retrouve en particulier la cohomologie de Chevalley usuelle. En effet soit g une 
algèbre de Lie et y un g module. V permet de construire immédiatement une algèbre de 
Lie graduée en posant 

oo 
p=—l p q p 

et un morphisme ip : g — > l) défini par fiX) = X. 

Un morphisme de cogèbres différentielles F = f + C sera appelé une formalité de module 
s'il est défini par des F„ homogènes de degré 0, de la forme Fi = p + Ci, Ci linéaire de g 
dans V , et pour p > 1, Fp = Cp, Cp p linéaire de g dans V . 

De même une formalité de module F est dite triviale s'il y a un morphisme de cogèbres 
B défini par Bp p linéaire de g dans V , de degré -1 tel que F = tp + £^ o B + B o i^. 

Proposition 3.3. (Expression de la cohomologie de Chevalley) 
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L 'équation de formalité de module pour un morphisme F = if + C est 

dcCn = Vn > 0. 
De plus, F = ip + iijoB + Boig si et seulement si 

Cl = et Cn = dcBn-i Vn > 1. 

Remarque 3.4. 

L'espace S~^{q[V\) a, en plus de sa structure de cogèbre libre, une structure d'algèbre 
commutative graduée libre. Nous n'utiliserons pas cette structure qui peut s'interpréter 
comme issue de l'opérade Com qui est duale de l'opérade Lie. 



4. Crx, ALGEBRES ET COHOMOLOGIE DE HARRISON 



4.1. Cohomologie de Harrison des algèbres commutatives. 

La méthode de la section précédente s'applique aussi aux algèbres commutatives. Soit A 
une algèbre associative et commutative et y un A module vu comme un bimodule tel que 
av = va pour tout u de V et tout a de A. La cohomologie de Harrison de j4 à valeurs dans 
V est définie de la façon suivante. 

On définit d'abord les p, q battements de n = p + q lettres comme les permutatiosn 
a de {1, . . . ,n} telles que a{l) < ■ ■ ■ < a{p) et a{p +1) < • • • < a{p + q). On appelle 
Bat{p, q) l'ensemble de tous ces battements et on définit le produit battement de deux 
tenseurs a = ai ■ ■ ■ iSi (Xp et P = a^+i (d ■ ■ ■ 'S' ctp+q par 

batp^q{a,P)= ^ e(CT"^)a^-i(i) ® •••®a^-i(„). 

a£Bat{p,q) 

Ceci représente la somme signée de tous les tenseurs a»^ (gi • ■ • (gain dans lesquels les vecteurs 
ai, . . . ,ap et les vecteurs Op+i, . . . , «p+g apparaissent rangés dans leur ordre naturel. 

Par définition, l'espace A'^^ est le quotient de A'^" par la somme de toutes les images 
des applications linéaires batp^n-p {0 < p < n) (voir [G], [L]). Une n cochaîne C est 
une application linéaire de A"^"" dans V. L'espace de ces cochaînes est noté C^{A,V). 
L'opérateur de cobord de Harrison est l'application dna '■ C^~^{A, V) — > C"(A, V) définie 
par 

dHaCj ai (g) • • • an ) =aiC{ a2 • • • a» ) - C( aia2 ig • • • an )+ 

+ Cj ai (g) «2a3 g) • • • (g «n ) H h (-l)"~^C( ai (g • • • «„_!«„ )+ 

+ (-l)''C( ai(g---(gan-i )a«. 

(On a bien sûr noté ai (g • • • g) a„ la classe de ai (g • • • gi a„ dans A^.) 

On a duaodua = 0, le noyau de dua ■ C"(^, V) — > C"+i(^, V) est noté Z"(^, V), c'est 
l'espace des n cocycles, l'image de dua '■ C^'^iA, V) — > C"'{A, V) est noté B"'{A, V), c'est 
l'espace des n cobords. Le n^™^ espace de cohomologie de Harrison de ^ à valeurs dans V 
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est le quotient F"(A, V) de Z"(A, V) par B"(^, V). 

4.2. La cogèbre {^^ {A[l]) , ô) . 

La construction de la section précédente a un équivalent ici. On commence comme plus 
haut par décaler les degrés et considérer l'espace A[l]. La construction suivante est valable 
lorsque A est graduée. Le degé de a, /3 dans A[l] est noté a, h. 

Le produit battement dans T(^[l]) est défini par: 

batp^g{a, 13)= ^ e ( a^^îji, :: a^^î^^, ) a^-i(i) • • • aa-i(n)- 

o'e_Bat(p,(jr) 

On notera (^"(^[1]) le quotient de ^[1]®" par la somme des images des applications batp^n-p 
(0 < p < n) et de façon abusive a[i^„] = ai0 . . . 0an la classe de ai C3 • • • ««, lorsque les 
Ui appartiennent à ^[1]. Ceci ne veut pas dire que ^ soit une multiplication associative 

dans0+(^[l])=E„>o0"(^[l])- 

Remarque 4.1. 1. En fait ce dernier espace peut être muni d'une structure d'algèbre 

de Lie libre mais nous n'utiliserons pas cette structure. 

2. Une base de l'espace (^"(A[l]). Prenons une base {ei)i de A[l] composée d'éléments 
homogènes. 

Pour chaque suite croissante i = (ii < • • • < îp), on pose Cj = e^^ (8" • • • fX" Cj^ et 
pour chaque a de Sp, e^(i) = e^(j^) «) • • • O e^(jp). 

On note V{ei) l'espace engendré par ces vecteurs dans A[1]®P et W{ei) le sous- 
espace: 

W{ei) = Vect ( Y^ batr,s ((ci^^,, , . . . , Ci^^^, ) , (e^^^^^^j , . . . , e^^^^^^^ )) ) . 

a 

On choisit enfin pour chaque e\, une base d'un supplémentaire de W{e\) dans V{e\) 
de la forme: 

^(ei) = {e„(i), a- € S(ei)} . 
Une base de (^"(yl[l]) est donnée par 

^= U U (Mi)}- 

|i|=no-GS(ei) 

Rappelons maintenant les propriétés du produit battement. 
Lemme 4.2. (Associativité de bat) 

Le produit battement est associatif et commutatif gradué de degré 0: pour tout a E ^[1]*®^, 
/3 G A[l]®^ 7 G A\\\®\ 

{%) batp^gia, /3) = (-l)'**6atg,p(/î, a), 

{a) batp+q^r{batp^q{a, /3), 7) = batp^g+ria, batg^riP, 7))- 
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Preuve 

(i) Soient q = qi (8) • • • (X" «p et /3 = ctp+i (g) • • • (X" Op+ç- On a 

<TEBat{p,q) 

Pour chaque a G Bat{p, q) , on construit deux permutations r et p de S'p+g en posant: 

,. f/c+p, si l<A;<g 
r(fc) = < , . r ^ , et p = aoT. 

\^K — q, SI q<K<q + p. 

On vérifie que /9 appartient à Bat{q,p) et que l'application cr i-^ p est une bijection de 
Bat{p,q) sur Bat{q,p). 

Posons (3k = ar(A:)) pour tout k {1 < k < p + q), on a /3p-i(fc) = arop-i(fc) = Q^o— i(fc) et 

/ fel •■■ bp + g \ _ f bl ... bq bq+l ... bp + g \ / «1 ■•• «P+g \ 

\^f'p-i(i) •■■ ^-i(p+g)^ ~ ^ v^g+i •■■ fep+g fci - feg ; v"''"^(i) ■" "<^"^(p+9)y 

( O-p+1 ■■■ O-p + q O-l ■■■ ûp \ f 

— £ ^ ai ... Og ag+1 ... ûp+g y £ l 

— ( ^\a■b^ ( «1 ■■• "-v+q \ 

— V--LJ ^l^ »<.-!(!) - «<.-l{p + g)J • 



/ Op+i ... Op+g ai ... "-v \ ^ 1 "1 ■•• "p+'ï 
£ ^ ai ... Og ag+i ... ap+gj £ I a^-l(i) ■•• a^-i(p+g) 



Donc 

hatp^q{a,^) = {-iy''batg,p{/3,a). 

{a) Disons qu'une permutation a de Spj^qj^r est un (p, ç, r)-battement si elle vérifie 

o-(l) < • • • < o-(p), o-(p + 1) < • • • < cr(p + g) et o-(p + g + 1) < • • • < cj(p + g + r). 

Notons Bat(p, q, r) l'ensemble des (p, g, r)-battements. 

Soient a = ai (8" • • • X" Op, /? = Op+i 8) • • • (X «p+ç et 7 = Op+g+i (g) • • • (X Op+g+r- On définit 
le produit batp^q^r{oi, (3,^) par: 

batp^g^ria, /3, 7) = X] ^ ( "p^^d) •■■ %XC+.) ) "p-^i) ^ ' ' ' '^ ap-i(p+5+,.)- 

pGi?at(p,g,r) 

On a en fait 

6atp,g,r(a,/3,7) = batp+g^ribatp^g{a, (3),-/) = batp^g+r{a,batg^rif3,^)). 

Il suffit de montrer que batp^q^r{ci, (3, 7) = batp+g^ribatp^g{a, f3),^), l'autre égalité se prouvant 
de la même façon. 

Fixons ai € Bat{p, q), on construit une permutation {ai x id) sur {1, . . . ,p + q + r} en 
posant: 

(cti xîd)(fc) = | ^^1^^^' sil<A;<p + g, 

^ '^' Ifc) sij» + (7+l<A;<p + g' + r. 

Par construction, (ai x id) appartient à Bat{p,q,r). 

Soit maintenant CJ2 une permutation de Bat{p + q,r), on définit la permutation p de 
S'p+q+r par: p = (T2 o (cji x id). On vérifie que p appartient à Bat{p, q, r), que l'application 
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99 : (c72, cJi) f-^ p = o"2o(o"i X id) est une bijection de Bat{p + q, r) x Bat{p,q) sur Bat{p,q,r) 
et que 

On a donc bien batp^q^r{batp^g{a, (3),^) = batp^g^rio:, (3,^). 

D 
Maintenant on introduit un cocrochet de Lie ô sur (^ (^[1]) en posant d'abord: 

n— 1 

(5(ai (g) • • • (g) Q„) = ^ «1 (g) • • • (g Oj (^ Oj+i (g • • • (g) a„ 



aj-1-i...an ai 



£ ( a:_,, .::a;; "ai^iX-'"" ) "j+i «> • • • a„ (x) ai • • • a^. 



Cette formule permet de définir ô sur l'espace quotient (^"(^[1]). En effet, si p + g = n, 
on a, en posant a = «i (g • • • (gi «p et /3 = «p+i g) . . . «p+g, 

(î(6atp,g(a,/3)) = ^^'^("-"id) ••• "--"(")) 

o'£i?at(p,(jr) 
0<j<ra 

(«(7-1(1) «) • • • ® "a-l(j) (^aa-l(j + l) ® • • • ® aa-l(n) 

- £ ( at "t ) "a-i(i+i) «) • • • ^ aa-i(n) ® a<7-i(i) O • • • «) "<7-l(j)) • 

Dans cette formule, on a posé /o- = {o-^-'^(l), . . . , cj^"'^(j)} et Jo- = {o"^^(j + 1), . . . , ©-^""^(n)}. 
Posons maintenant /^ = /o- n {1, . . . ,p}, /^ = /g- Pi {p + 1, . . . , n} et de même J^ = 
Jcr n {1, . . . ,p}, Ja-'"^ = Jo- n {p + 1, . . . ,n}, (/c = \I^\ et r = |J^|)- On peut alors écrire: 

ô{batp,,{a, /3)) = j; E ^ ( "-t-«;i ) ("^<. (g) «j. - e ( Z: Z: ) «j. (g) «/.) • 

0<j<n aeBat{p,q) 

IUj={l,...,n} I„=I 

• Cas 1 / 7^ {1, . . . ,p} ou / 7^ {p + 1, . . . ,n}. 

On vérifie qu'alors l'application (o"|/^,o"|j^) i— > o" = (t|/^ g) a\j^ est une bijection 
entre Bat{k,j — k) x Bat{r, n — j — r) et {a e Bat{p, q)/ /g- = /}. 

Dans ce cas, la seconde somme est un produit (^ de produits battements. Elle 
est donc nulle lorsque l'on passe au quotient. 

• Cas 2 / = {1, . . . ,p} ou / = {p + 1, . . . ,n}. 

Les termes restant s'écrivent 

5{hatp^q{a, /?)) = a (g) /3 - (-l)'^^/3(g) a 

+ (-ir'(/5(R)a - (-ir'a(R)/3) = 0. 
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On notera a[ij] = cxi0. . .®aj, S est donc le cocrochet de (^^(^[1]) donnée par 



^{a[i,n]) = Yl «[i.i] «[i+i.«] - (- 1)"*"''' "''+''"' «b+i,«] (8)"[i'i] • 

0<j<n 

Proposition 4.3. (La structure de cogèbre) 

L'espace (^ (^[1]) équippé de ô est une cogèbre de Lie, c'est à dire que ô est coan- 
tisymétrique de degré et vérifie l'identité de coJacohi: si r est la volte, 

Toô = -ô, (id'^^ + (r (g) id) o {id r) + {id (g) r) o (r «g) id)j o {ô ÇS> id) o ô = 0. 

Preuve 

D'une part, en notant toujours r la volte, on a 

n-l 

ô{a) = 5(ai® . . . ^Un) = ^ f «10 . . . ^Oj (^ Uj^i^ . . . ®an 



Donc 



0<i<n 



n—l 



D'autre part, on a 



{ô (g) îd) o 5(a) = ^ a[i_j] (^ a[i+i,j] (^ «[i+i.ri 

0<'i<j<n 



'^[l il ^fi + l t] ^fi + l ni 

£ I a[«+ij] «[l,/] «b+iin] j «[i+l,j] l^ «[l,i] ^<5J «[i+l,n] 

'^[l il ^fi + l il '^[j + l ni 

e I a[,+i^,j a[,+i;„j a,!,;, j «[i+lj] (^ «[i+l.n] ^ «[l.j] 

I , û^ll.i] "-[i + Lj] ('■[j + l,n] , ,^/, ,^/, 
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Donc, en notant (i) = [l,i], (j) = [i + l,j] et (n) = [j + l,n], 
[ i(P^ + (r (g) id) o {id ® t) + {id «) r) o (r id)j o {ô (g) id) o ô{a) 

Hn) - £ ( a|^) ?■)' a|:j ) a(^-) (g) «(i) ^^ a(„) 



= 




>: 


«w® 


«oo 




0<j<j< 


n 






- 


e 


/«(i) 
l, "(i) 






"(i) 


+ e 








«(n) 


- 


a, 


;.)(8)«0)(8) 


a(n) 


+ 


e 


( Hi) 






"0') 


- 


E 1 


( a(i) 




"0) y 


a(n) 



(n) 09 a(i) + e (^ a(V) a\/^ a\4 ) «(„) Q9 «(j) Q9 «(,) 

a(i) (g) a^j) - e ( ^I^^ '^ "J;^^ ) a(„) (g) a^j) (g) «(i) 
+ e ( a|:| 5^^) a^Jj ) «(i) (g) a(„) (g) a(,) 

«(n) (g) «(i) - e ( a|l| ali] ajj ) "(j) (g) «(„) (g) «(j) 
Q(i) (g) a^j) + e ( a[;j a'(^| a|:| ) «(j) (g) «(i) (g) «(„) 

= 0. 
4.3. Morphismes et codérivations. 

La structure de cogèbre de Lie de ((^'^(A[l]), 5) est libre. C'est à dire que si (C,c) est 
une cogèbre de Lie nilpotente quelconque, tout / : {C,c) — > A[l] linéaire se prolonge en 
F : {C,c) — > (^ (^[1]) qui est un morphisme de cogèbre. Nous montrons ici comment 
définir des codérivations Q et des morphismes -F de cette structure à partir de leurs 'série 
de Taylor'. 

Soit F : (^ (^[1]) — > (S) (-^[1]) ^^ morphisme de cogèbres de Lie. On suppose toujours 
F homogène de degré 0. On appelle F„ la projection sur B[l\ parallèlement à ^ B[l] 
de la restriction de F à (^"(^[1]): F„ est une application linéaire de (^"(^[1]) dans B[ï\. 

De même soit Q : (^[1]) — ^ (E) (^[1]) ^^^ codérivation de cogèbres de Lie. On 
suppose Q homogène de degré q. On appelle Qn la projection sur ^[1] parallèlement à 
0^>^^[1] de la restriction de Q à (2)"(A[1]): Qn est une application linéaire de (2)"(v4[l]) 
dans A[l]. 

Proposition 4.4. (Reconstruction de F et Q) 

La suite d'applications (F„) (resp. (Qn)) permet de reconstruire F (resp. Q) de façon 
unique. On a explicitement 

Fioi[l,n]) = X] ^n("[l,ri]M^r2(a[ri+l,ri+r2])^---®-^rfc(a[n-rfc+l,n]) 

fc>0, 0<ri,...,rfc 
riH \-r%=n 

et 

<3(a[l,n]) = Yl (-l)'^""'''"[l,j]^(3r(a[j+lj+r]Ma[j+r+l,n]- 

l<r<n 
0<j<n—r 
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Plus précisément, toute suite d'applications [ipn) P^ut se relever d'une seule façon en un 
morphisme (resp. une codérivation) . 

Preuve 

La preuve est semblable à celle de |AMM| . Pour un morphisme, si tous les Fn sont nuls, 
F{ai) est nul pour tout ai G ^[1], et si tous les F(a[i pj) sont nuls quelque soit p < n, alors 

= E ^(«[i-i]) ® ^("[i+i,n]) - (-l)'^[^-lF(ay+i,„]) ® F(a[ij]) = 

0<j<n 

donc F(a[i„]) = -Fn(a[i,n]) ^ ^[1] est aussi nul et par induction, F est nul. Le même 
argument s'applique pour une dérivation Q. Ceci prouve l'unicité. 

Il reste juste à montrer que les formules de la proposition définissent bien un morphisme 
(resp. une codérivation). 

F est bien défini. 

D'abord F est bien défini, c'est à dire l'application F définie par la même formule mais 
sur «{!,., ,,n} = oti® ■ ■ ■ ® an passe bien au quotient. Il suffit pour cela de montrer que 

F(6aip,g(a{i^,..^p},a{p+i_...^p+g})) = 0. 
En fait, si on pose 

^''(a{l,...,n}) = X] ^n(a[l,ri]) ®-^r2(a[ri+l,ri+r2]) ® ' ' ' ® ^r,- («[n-r-fe+l,™]), 

0<ri,...,rfc 
riH \-rh=n 

alors F^{batp^q{aj^i^ p^,ai^p_^_i^ p^q^)) est une somme de produits battements de la forme 

^*'(^a*P,g(«{i,...,p}.a{p+i,...,P+g})) = '^batr,s{F''{ai),F\aj)), 

ce qui prouve que F est bien défini. Prouvons cette dernière relation. 
On a 

&aip,g(a{i,...,p},a{p+i,...,p+<?}) = ^ ^ \^{a-Hir.'.T~\p+^)} ) «{a-i(i),...,a-i{p+ç)}- 

cr(iBat{j},q) 

Donc 

F (&aip,g(a{i,...,p},a{p+i,...,p+g})) = 

^ \^{.-Hi)','.'.',.-Hp+,)} ) ^r-i(a{a-l(l),...,a-l(n)}) ® ' ' ' 
(Tgi3at(p,g) 

• • • ® -^rfe(a{<T-l(p+'?-rfc+l),...,<7-l(p+g)})■ 
Fixons un battement a € Bat{p,q). Posons Sj = ri + ■ ■ ■ + rj. S'il existe un j tel que 
/j = {a~^{sj-i + 1), . . . , cr~^{sj)} n'est inclus ni dans {1, . . . ,p} ni dans {p+1, . . . ,p + q}, 
alors cet ensemble peut s'écrire Ij = {ii, . . . , itj ,it^+i, ■ ■ ■ , ir^ } avec < ii < ■ ■ ■ < itj < p+ 1 
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et p < itj+1 < • • • < Vj < p + q + l et bien sûr < tj < rj. L'ensemble Batf.{p, q) des 
battements p G Bat{p, q) tels que p~^{u) = a^^{u) pour tous les ti de {1, . . . ,p+q}\{sj~.i + 
1, . . . , Sj} est en bijection avec Bat{tj,rj —tj) puisque chaque battement p de Bat{tj,rj—tj) 
peut se prolonger en un battement jl de Bat{p,q) défini par /i~^(n) = a~^{u) si u est dans 
{!,... ,p + q}\ {sj-i + 1, . . . , Sj} et /i(it,) = î^(^) pour < f < r^ + 1. Alors: 

Y^ ^ ("{p-i7it::ril+,)}) ^'^i("{p-Hi),-..,p-vn)}) ®--- 

p£Bati_. (p,q) 

■■■® ^'•fe(a{p-l(p+g-rfc + l),p-l(p+g)}) 

= ±e (,«{.-i(i),.....-i(p+,)}\{.-i(.,_i+i),.....-i(.,)} j ^n(«/i) ® ••• ^^r,-i(a7,^_,)® 

fi£Bat{tj,rj-tj) ^ ^ 

= 
en posant /?„ = a^^ et en remarquant que Fr- s'annule sur 

&Oi{tj,r,-t,)(/3{l,...,tj},/3{t,+l,...,rj})- 

Il ne reste donc que la somme sur les battements a tels que pour tout j, on ait soit Ij C 
{!,... ,p} soit Ij C {p+1, . . . ,p + q}. Dans ce cas, les nombres (T~^(sj_i + 1), . . . ,a~^{sj) 
sont rangés dans leur ordre naturel, puisque a est un battement. Notons maintenant 
Jl, . . . , Jr les ensembles Ij tels que Ij C {1, . . . ,p} et Js+i, • • • , J^+r les autres. Posons 
■-^j ~ idi ^ di ^ " ' ^ 9h }• La somme sur tous les battements a tels que {/i , . . . , Ife } = 
{ Jl, . . . , Jr+s} (à l'ordre près) est isomorphe à une somme sur tous les (r, s) battements v: 
étant donné un tel battement ly, on construit le {p,q) battement D en posant, pour tout j, 
1 < J < fc et tout t, 1 < t < rji 



p-i(.,_i + t)=5r(^). 



Alors, si Sj = \Jj\, 



Yl ^ [^{.-HiZZ^-Hp+q)} ) ^n(a{a-i(i),...,<x-i(ri)}) «> • • • 

aÇ:Bat{p,q) 
{/i,...,/fe}={Jl,...,Jfc} 

/iG_Bat(r,s) 

C'est l'égalité annoncée. 
F est un morphisme. 



ALGÈBRES DE GERSTENHABER À HOMOTOPIE PRÈS 19 

En gardant nos notations et en ajoutant (rj) = [sj_i + 1, Sj], on a par définition: 

'Jo^(a[l,n]) = Yl Yl -^n(a(ri)M---^^r,(a(r,))®^r,+i(a(r,+i)M---^^rfe(a(rfc)) 
ri,..;rk 0<j<k 

D'autre part, 
(F F) o 5(a[i,„]) = {F(^F){ Y, «[i,s] (g) a[.+i,n] - (-l)"'^'=l"'»+^'"la[.+i,n] (g) «[i,,]) 

0<s<ra 

= E E E 

0<s<n ri,...,rj rj+i,...,rfc 

F^i (a(ri))^ • • • ^^r, («(r^)) ® ^r,+i (a(r,+i)M • • • ®^rfc (a(rfe))- 



On vérifie aisément que chaque terme de la première expression apparaît une fois et une 
seule dans la seconde et réciproquement. On a donc 

ô o F = {F ^ F) o ô. 

Q est bien défini. 

Il s'agit là encore de montrer que la définition de Q: 

<3(a{l,. ..,«}) = Y (-l)^''*'''''^"{l,...,i} ^ Qr(a{j+l,...,j+r}) «) a{j+r+l,...,n} 
0<r 
l<j<n— r 

passe au quotient. On calcule donc (3(^aip,g(a{i,...,p},a{p+i,...,p+<j}))- Le même argument 
que ci-desssus, nous dit d'abord qu'il ne reste que 



Y Y Y (-i)^'^^-^'^'--^<^'>Kv-M.; 

/C{l,...,p} 

ou 

IC{p+l,...,p+q} 



"■{l,...,p+q) 

l),...,<T-l(p+g)} 

0<r Ic{l,...,p} aeBat{p,q) 

l<j<n-r ^ ou ^ a-H{]+l,-J+r})=I 



a 



{fT-i(l),...,(7-i(j)} '^ Qriai) <S> a{CT-i(j+r+l),...,CT-i(p+'?)}- 



Ensuite, comme a est un battement, les éléments de / sont rangés dans leur ordre naturel 
/ = {t,t + l, . . . ,t + r — 1}. Supposons (par exemple) que / C {1, . . . ,p}, alors les a d'indices 
dans {l, . . . ,p} et précédant ceux de / apparaissent avant le terme en Qr- On pose donc 
t = a-^Sj^i + 1) et: 

( Pi = ai si o-"^(î) ^ / 

\Pt = Qriai) 

Il y a donc p + q — r + l(3, indicés par {1, . . . ,t — l,t,t + r, . . . ,p,p + 1, . . . ,p + q}. On a 
bi = ai si cr^^{i) ^ I et bt = q + aj. Les battements a considérés sont en bijection avec les 
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battements p qu'ils induisent sur les j3. On a 

(_l)n--i(i),....--i(i)}e/'„ H^>->p+i) \^ 

^ ' ^ \"-{a-^(l),...,,y-^(p+q)} ) 



.l)9a{l.....,_l}^, , _ 



^{l,...,t,t + r,...,p+9} 
{p-l(l),...,p-l(t),p-l(t + r),...,p-l(p + g)} 



Donc 



<3(^a*P,9(«{i,...,p}) "{p+i,...,P+g})) = 

0<r t, t+r-l<p 

+ J^(-l)«'^{-+i^-.'-i}6atp,g_,+i(/3|i,...,p|,/3{p+i,...,t,i+,,...,p+,|). 
p<t 

Comme ci-dessus, Q est donc bien définie. 
Q est une codérivation. 
On a 



r,J 



Donc 

<^oQ(a[l,n]) = X] (~'^y''^'"'^'^[hk]<S^Oi[k+l,j]^Qr{a[j+lj+r])^Oilj+r+l,n]- 
r,0<k<j 

+ X] (-l)^"'''''«[l,j]^<3r(a[i+lj+r]May+r+l,fc](^a[fe+l,n]- 
r,0<j<fe— r 

Par ailleurs, 

{id®Q + Q®id)o 5{ayi^n\) = 

= (id (g) Q + Q «) id) ^ a[i,fc] (g) a^k+iM " (-l)"''''='''"=+''"'«[fe+i,n] (g) a[i,fc] 

0<fc<n 
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Donc 

{id(g)Q + Q®id)o (Î(q[i_„]) = 

0<k<j<n-r+l 

- \^ (-l)9(«['= + l.nl+"[l.jl)+"[l.fcl"[fc+l,"]arfc^_l„i (S?) 

0<j <k-r+l<n-r+l 

(^"[l,i]^Qr(ay+l,j+r])^a[j+r+l,fc] 
0<j<fc-r+l<n-r+l 
0<A;<j<n-r+l 

Q est donc une codérivation et la proposition est prouvée. D 

4.4. Coo algèbre, morphismes de Cqo algèbre. 

Lorsque A est une algèbre commutative, A\i] est muni d'un produit m2 défini par 
m2{a, (3) = {—l)"'a(3 qui devient de degré 1, anticommutatif et antiassociatif: 

m2(/3, a) = -(-l)"^m2(a, (3), 7722(7712(0, /3), 7) = -(-l)"m2(a, "ï2(/3, 7))- 

Le produit m2 étant anticommutatif est défini de (^ (^[1]) dans ^[1]. Il se prolonge 
donc, grâce à la proposition précédente, en une unique codérivation tti du cocrochet ô. 
Comme m est de degré 1, le prolongement à (^"(74[1]) est 

"^(«[1,71])= Yj (-l)"''''°"''«[i,fc-i]^"^2(afc,afe+iMa[fc+2,n]- 

0<fe<n 

Lemme 4.5. (Propriétés de 777) 

m est l'unique codérivation de ô qui prolonge m2 sur (^ (^[1]). Elle vérifie m o m = 0. 

Preuve 

Remarquons que, 777 étant une codérivation de degré impair, 7720777 est aussi une codérivation. 
Avec les notations précédentes, (777 o 777);^ = si /c 7^ 3 et, puisque 7772 est antiassociative, 

(777 o 777)3(01^02^03) = 7772(7722(01^02)^03 + (-1)^^0107772(02003)) = 0. 

Par unicité de la codérivation qui prolonge les (777 o 777) fc, on en déduit que m o m = 0. D 



Définition 4.6. (Coo algèbre) 
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Une Cqo algèbre est une cogèbre différentielle de la forme ((^ (^[1]),(5, m) où ô est le 
cocrochet de Lie défini ci- dessus et m est une codérivation de ô de carré nul. 

Si A est une algèbre commutative graduée, la cogèbre de Lie différentielle C{A) = 

{^ {A[l]),5,m\ où rrik = pour tout k ^ 2 et m2{a®P) = ( — l)"a A (5 s'appelle la 
Coo algèbre enveloppante de (A, A). 

Un morphisme de Coo algèbres A et B est un morphisme de cogèbres de Lie F : (^ (^[1]) - 
(g)+(5[l]) tel quem^ oF = Fo m^ . 



Puisqu'une codérivation m est caractérisée par la suite des m]^., on voit qu'une Coo algèbre 
est la Coo algèbre enveloppante d'une algèbre commutative si et seulement si elle est telle 
que mfc = pour tout k ^2. 

De même, un morphisme d'algèbres commutatives / : A — > B se relève d'une façon et 
une seule en un morphisme de leur Coo algèbres enveloppantes F : ^ (^[1]) — ^ ® {^[1]) 
tel que Fi = / et F^ = si /c > 1. 

L'équation de Coo morphisme m^ oF = Fom pour un morphisme F de cogèbres de Lie, 
écrite sur les applications Fn '■ (^"(yl[l]) — > i?[l — n], s'appelle l'équation de Cqo formalité. 

D'une part, on a 



k,r\-\ \-ri^=n 

0<jr<A; 



D'autre part, on a 



n-l 

n-l 



^ri(a[i,si]^. • •^F^t(a[st_i+i,j-i]0"^^(ai^aj+i)^a[j+i,st])® • • •^^rfe(a[sfc_i+i, 



Sk\ 



En écrivant {m o F — F o m )(q;[i_„]) à l'ordre n — 1, on trouve les termes 
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m-^(F„_i(a[i,„_i])^Fi(a„)) + m^ {Fi{ai)^Fn-i{a[2,n])) 

n—l 

i=i 

71-1 

= ((ij/aF„_i)(a[i^„_i]) 

On retrouve l'opérateur de cobord de Harrison dna- 

Finalement, comme pour les algèbres de Lie, si A est une algèbre commutative et V un 
A module vu comme un bimodule, l'espace B = A(B J2p>o ^\p\ muni du produit 

(a + ^Up)(/3 + ^Wg) = (aP + ^aVp + UpP) 

est une algèbre commutative et l'application / : A — > B, définie par /(a) = (a, 0) est un 
morphisme d' algèbres. 

Comme pour les algèbres de Lie, un morphisme de cogèbres de Lie F tel que Fi = f + Ci, 
Fk = Ck {k > 1) avec Ck : (^ (^[1]) — ^ ^[^] 6st un morphisme de Cqo algèbres sera appelé 
une Coo formalité. 

Cette formalité est dite triviale s'il existe un morphisme G tel que C = m^ oG + Gom , 
G étant de degré -l et G = ^ Bp avec Bp : 0^(^[1]) — > V[p]. 

On retrouve ainsi la cohomologie de Harrison des algèbres commutatives, puisque 

Proposition 4.7. (Cœ formalités et cohomologie de Harrison) 

Avec les notations précédentes, F est une Coo formalité si et seulement si 

duaCk = pour tout k > 0. 
F est triviale si et seulement si 

Cl = et Ck = dfjaBk pour tout k > 1. 



5. Algèbre de Lie différentielle associée à une algèbre de Gerstenhaber 
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5.1. Algèbres de Gerstenhaber. 



Le prototype des algèbres de Gerstenhaber est l'espace Tpoiy{M. ) des champs de tenseurs 
sur R''. Cet espace gradué est muni du produit extérieur A et du crochet [ , ]s de Schouten. 
Les axiomes usuels d'une algèbre de Gerstenhaber sont donc les suivants. 

Une algèbre de Gerstenhaber est un espace vectoriel gradué G muni d'une multiplication 
commutative graduée et associative A : Ç (^ G — > Q de degré et d'un crochet [ , ] : 
G ® G — > G de degré —1 tel que (^[1], [ , ]) soit une algèbre de Lie graduée et que, pour 
tout a homogène, l'application [q, . ] soit une dérivation graduée pour la multiplication A. 
En notant |a| le degré d'un élément homogène a de G, on a donc: 

a A (5= (-l)l"ll^l/îAa, 

a A (/? A 7) = (a A /?) A 7, 

[a,/3] = -(-i)(H"i)(l/3|-i)[/3,a], 

0= (_i)(H-i)(l7|-i)[[„,^],^] +(_l)(l/3hi)(H-i)Q^,^],„] +(_l)(l7l-i)(l^^^^^ 

[a, /3 A 7] = [a, /3] A 7 + (-l)l'3|{l°l-i)/3 a [a, 7] 

et donc aussi: 

[q A /3,7] = a A [/3,7] + (-1)I'5|(ItI-i)[q,7] A /?. 

Remarquons qu'il n'y a pas d'équivalent non gradué à la structure d'algèbre de Gersten- 
haber. En particulier, une algèbre de Poisson graduée n'est pas une algèbre de Gersten- 
haber. 

La dernière identité ne vérifie malheureusement pas la règle des signes de Koszul qui 
s'écrirait ici: 

[aA/î,7] = [, ](a(q,/3),7) 

~ '^\G\a\ 1 |/3| I7I ^ " ^MP) 7J + t \^ 1 |a| I7I |/3| ) i"' 'J '^ P 

= (-l)l"laA[/3,7] + (-l)l''ll^l[a,7]A/3. 

Pour éviter ce problème, on écrit les axiomes des algèbres de Gerstenhaber dans ^[1], 
après un décalage de degré. 

On note comme ci-dessus a,b, . . . les degrés de a, f3, . . . . Le produit A donne un produit 
/X2 : 

H2{a,p) = {-l)''aAp. 

On a vu que ^2 est anticommutatif et antiassociatif et de degré 1. Le crochet [ , ] est un 
crochet d'algèbre de Lie graduée sur ^[1] (de degré 0.) De plus, l'application [a, . ] est une 
dérivation graduée pour la multiplication H2 qui vérifie bien la règle des signes de Koszul: 

[a, /X2(/3, 7)] = (-l)>2([a, /3], 7) + (-l)''('+^V2(/3, [a, 7]) 
et 

[//2(a,/3),7]=M2(a,[/3,7]) + (-l)'V2([a,7],/3). 
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5.2. La Coo algèbre vue comme une algèbre de Lie. 

Comme dans la section précédente, on peut construire la Coo algèbre naturellement 
associée à l'algèbre commutative {Q, A). On notera cette cogèbre différentielle: 



Avec, comme plus haut, 

H<^[l,n]) = X] («[l,i](S)«[i+l,n] -'^("[l,i](^"[j+l,n]))) 



0<jr<n 
0<jr<n 

Maintenant, il faut prolonger la définition du crochet de Ç[l] à H. On pose donc: 

On prolonge d'abord l'opérateur [ , ] sur l'espace Q®'' A Ç®' en définissant le crochet de 

a = "{i,...,p} = ai ^ ■ ■ ■ ^ ap et /? = a{p+i_...^p+ç} = Op+i • • • (g) ap+q 

par: 

[oi,f3]= Y e(^ a^_i"'j:::a"''_Y(j,+,) j a<7-i(i) ®---^ [aa-i{fc), a<7-i(fc+i)] ^ ■ ■ ■ <S) a^-^p+q) 

crÇiBat(p,q) 

Yl k-(a^/3)]fe- 

a£Bat{p,q) 
o--l(fc)<p<o--i(A;+l) 

Maintenant, on peut passer au quotient par les battements puisque: 

Lemme 5.1. 

Soient a £ Ç[lfP , P £ Ç[l]^'^ et -/ £ g[l]®^ On a alors: 

[batp^q{a,(3),j] = batp^q+r-i{a, [(3,-f]) + (-l)"*6atg,p+r-i(/3, [0,7])- 

Preuve 

Notons a = ai ■ ■ ■ (S) dp, f3 = «p+i (E> ■ ■ ■ «p+g et 7 = «p+g+i • • • (g) 0^+^+^. On a 



26 W. ALOULOU, D. ARNAL ET R. CHATBOURI 



(J2&Bat(p+q;r) 

= J2 [o"2o(o-i (g)î(i{p+g+i,...,p+q+,.}).(a(g)/3(g)7)]fe 

a2£Bat{p+q,r), ai£Bat{p,q) 
o-jl(fe)<p+g<(T~l(fe+l) 

Y^ [p.(a®/3«)7)]fc 

pGBat(p,q,r) 
p-^ik)<p+q<p-^ik+l) 

Y^ [p.{a®(3®-i)]k+ Y [p.{a ® fi ® -i)]i 

pÇiBat{j),q,r) p£Bat{p,q,r) 

p<p-^{k)<p+q<p-^{k+l) p-^ {k)<p<p+q<p-^ (k+l) 



D'autre part, on a aussi 



[/3,7]= E ki-(/5^7)]fc. 



(TiG-Bat(g,r) 
p<o-f^(fe)<p+ç<o-f^(fc+l) 



Donc 



a®[/î,7]= ^ [(id ®cri).(a «)/?«) 7)] fc 

(id®cri)€-Bat{p,g,r) 

= 2^ e (^a(id0^i)-l(i)---a(id®^i)-l{p+g+r) j /^/ '^ ■■■ '^/^p+q+r-1' 

(id® (71 )S-Bat(p, g, r) 
p<o-;"^(fc)<p+q<o-f^{A;+l) 

OÙ on a posé 

a(jd^<7i)-i(i)' sil<i</c, 

["(id®ai)-i(fc)) «(Jd(g.(Ti)-i(fc+i)]) si j = k, 

, o^(id«,ai)-Hj+i), si k<j<p + q + r-l. 



pr = < 



Par suite, on a 






o"2G-Bat(p,g+r— 1) o-iG-Ba((jr,r) 



^ I '^(M®<Ti)-l(l)--«M®<Ti)-l(p+9+r) j ^^2-1(1) '^ • • • '^ ^cr2"l(p+(?+r-l)' 
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En posant k' = a2 (k), on voit que l'application (o"i, o"2, k) ^^ {p, k') est une bijection entre 
les ensembles 

{{ai,a2,k) G Bat{q,r) x Bat{p,q + r- 1) x [l,p + q + r- 1], p < a^'^{k) <p + q< (T^^{k + l)] 

et 

{{p,k') G Bat{p,q,r) x [l,p + q + r - l], p < p-^{k') <p+q<p-^{k' + l)]. 

Donc 

6atp,g+r_i(a, [/3,7]) = J] [^ (%-iTi)---%-^iIp+,+r) ) "p-i(i) <» ' ' ' ^^ ap-i(p+9+r)]fc' 

p£_Bat(p,(jr,r) 



Y^ [p.{a®(5(S)-i)]i 



pÇiBat{p,q,r) 
p<p-'^{k')<p+q<p-^{k'+l) 



= (/)• 

On montre de même que 

(-ir^feaV+,„i(/î,[a,7])= Yl [p.{a(^pç^j)]k = {n). 

p(^Bat(p,q,r) 
p-^{k')<p<p+q<p-^(k'+l) 

D'où le lemme. D 

Le lemme nous permet de définir [ , ] par la même expression sur l'espace (^^(^[1]) A 
(^''(^[l])- On obtient un crochet sur 7i qui vérifie les identités de Jacobi et de Leibniz. 



Théorème 5.2. {7i est une algèbre de Lie différentielle graduée) 

L'espace TC, muni du crochet [ , ] et de l'opérateur p est une algèbre de Lie différentielle 
graduée: Pour tout a, (3 et ^ de TC, on a: 

(i) [a,(3] = -i-ir'[(3,a], 

(ii) (-1)- [[a,/3],7] + (-1)'" [[/3,7],«] + (-1)'=' [[7,«],/3] = 0, 
(iii) p{[a,P]) = [p{a),(3] + {-ir[a,p{P)]. 

Preuve 

(i) On sait que 



["[i,p], ab+i,p+ç]] = Y ^ ( " 

aGBat{p,q) 
(T-i(A;)<p<o--l{A;+l) 



ai ■■■ ap^q 
<T-l{l)---"<T-i(p+9) 



^-1(1)^. . .^[a^-i(fc),a<^-i(fc+i)]^. . . ®aa-i(p+q)- 



a„-i 
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Fixons un couple {a,k) dans cette somme (tel que a~^{k) < p < a^^{k + 1).) On définit 
trois permutations t, p et i' de Sp+q par: 

^ f P'-^ii), si i(^{k,k + 1} 

1^ j-g, sig<j<g+p. [ p-Hk), si i = k + l. 

On vérifie immédiatement que u appartient à Bat{q,p) et que i'~^{k) < q < v~^{k + 1). 
De plus l'application (a, k) i-^ (i/, /c) est une bijection sur les ensembles correspondants. 
Posons maintenant /3j = Oi-^tjy On a: 



Donc : 






[«[i,p],«[p+i,P+,]] =(-l)«^ri«b+i-+«] 5^ e 



6l ... 6p-|-g 

^-l(l)-^i.-l(p+9) 



!/GBat(g,p) 

D'où le résultat. 

(ii) Soient a = ai® . . . ^Op, (3 = j3i® . . . ®Pq et 7 = 71® . . . ^7^. Pour alléger les notations, 
pour toute permutation p G S'p+g+r, notons e{p) le signe: 



e(p) - e (^p-i(l)-^p-^i(p+,+.) ) 



si 



ii={ 



ai si 1 < ï < p 
/3j_p si p+l<i<p + g 
li-p-q si p + g+l<î<p + g' + r 
Grâce à l'associativité du produit battement, on a 

(-l)"'^6atp,g,r(a 0/307) = (-l)^"6atg,r,p(/3 O 7 O a) 

= (-l)^^6atr,p,g(7 0a8)/î). 
Plus précisément, il y a deux bijections canoniques: 

Bat{p,q,r) — > Bat{q,r,p) et Bat{p,q,r) — > Bat{r,p,q) 



Pi ^ P2=PlOT pi I — > p3=pior'. 



Avec 



f\_i i+P, sil<i<q + r >f\_i'i'+P + Q, si 1 < i < r 

^' \i — {q + r), si q + r<i<q + r+ p. ^' li — r, sir<i<q + r+p. 

On a alors 

(-irpi.(a 0/307) = (-l)%2.(/3 O 7 ^ a) = (-l)'V3-(7 <S)a®p). 
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En écrivant (— l)"^[[a,/3],7], on trouve des ternies de la forme: 



(1.1) 
(1.2) 
(1.3) 
(1.4) 
(1.5) 

\ba 



(-l)""e(pi2)Oi0 . . . ^[/3i, 7«]^ • • • ^K, PkM • • • Mip+,+. 
(-l)""e(pi3)Çfci^. . . 0K>/3iM- • -Mafc^TiM- • •Mfcp+,+. 
(-I)""e(pi4)ài^ • • • ^[ai> 7«]^ • • • ^[ak,Pj]^ ■ ■ ■ ^^h+^+r 
(-l)"'e(pi5)6i^---MK,/3i]>7fcM---®6p+,+.- 



En écrivant (— 1) [[/3,7],a], on trouve des ternies de la forme: 



(2.1) 
(2.2) 
(2.3) 
(2.4) 
(2.5) 

\cb 



\ba 



ire{p2i)^,,i 



l)'"e(P22)Ç,i® 



ire{p23)ù^^ 



ire{p2A)^r,^ 



ire{p25)U^ 



. . ^[Pj , ai]0 . . . ^[f3k, 7;]^ • • • Mip+,+r 

■ ■^[(3j,-fi]^...^[(3k, ai] . . . ®^jp+g+r 

■ • ^[(3j , 7fe] . . . ® [7« , Oi] . . . Mtp+g+r 
• • ^[7fc , «i]^ • • • ^[/3j , 7;]^ • • • ® Çrp+5+. 



En écrivant (— 1) [[7,a],/3], on trouve des termes de la forme: 



(3.1) 
(3.2) 
(3.3) 
(3.4) 
(3.5) 



\cb 



^re{P3i)^k,^. 



[ai,(3j]^...0[yi,ak] 



iCt 



p+q-\-r 



(-1) e(P32)Ç/i^- • •^[7«,ai]® . . . 0[afc,/3j]^. . . 0^;^^^+^ 
{-iy^e{ps3)^r^^...^[-fk,ai]0...^[-/i,pj]^...^Cr,+,+, 



{-lre{p34)ù,^ ■ ■ ■ ^hk, PM ■ ■ ■ ® b, «i]^ • • • Mv 



g+r 



1) e(P35)6i^- • •^[[7fe,ai],/3j]^- • -M^p 



+ g + r * 



Considérons les termes (1.1) et (2, 1), on voit que p2i est définie par pgi = {c-i, bj) o [pu o 
r)^^. On en déduit que la somme de ces deux termes s'annule. 

De même, on vérifie que: (1.2) + (2.2) = 0, (1.3) + (3.1) = 0, (1.4) + (3.2) = 0, (2.3) + 
(3.4) = et (2.4) + (3.3) = 0. 

D'autre part, par construction 

e(p25) = (-l)»>(^^+^'=)(-l)»(^+^)e(pi5) et e{p3,) = {-iy>'(-^+'^) {-!)<-+') eipi^)- 
Alors, 
(1.5) + (2.5) + (3.5) = 
= e(pi5)(-l)""6i^...0 

^{[[c^^,PJ],lk] + {-lr'^'^^''H[Pv7k],a,] + {-lr''^-^+'^^^ 
= 0. 



(iii) On conserve la notation 



eia) 



e a _ 



ai , 
i(i)' 



O'p+q 



..a _i 



(p+q) 
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Alors 

(T(^Bat{p,q) 
i<k-l; cr-i(fe)<p<(T-i(fe+l) 



+ Yl e(a)(-l)^'-<»"--^M 



(jÇ:Bat{p,q) 
i>k+l; o--i(fe)<p<(T-i(fc+l) 



a^-i(i)® . . . ^[aa-i(k) , a^-^k+l)^ ■ ■ ■ ®f^{aa-^i) , "<7-i(i+i))^ • • • ^a^-^p+q) 
+ J2 e(o-)(-l)^''<'=-i"-"'W 

a£Bat{p,q) 
k; (T-i(A;)<p<o-~l{A:+l) 

Ola-^l)^- ■ -^{o^a-^k-l), ["<7-l{fc),aa-l(fc+l)])^- • -^«a-Hp+g) 

+ Y e(a)(-l)^'-<^"--^W 

(Tg_Bat(p,(jr) 
k; a-'^(k)<p<a-'^{k+l) 

«a-l(l)® • • •^M([aa-l(fe)'"<T-l(fc+l)],a^-l(fc+2))® • • -^«a-Hp+g) 

= (/) + (//) + (///) + (/y). 

Dans la somme (/) (resp. (Il)), on distingue quatre cas: 

1) si {a~^{i),a~^{i + l)} C {1, . . . ,p}: on note (/i) (resp. (//i)) la restriction de (/) 
(resp. (//)) à ce cas. 

2) si {a~^ (i) , a~^ {i + 1)} C {p+1, . . . ,p + q}: on note {I2) (resp. (Ih)) la restriction 
de (/) (resp. (//)) à ce cas. 

3) si cr^^(î) < p < cr^^{i + 1): on note {I3) (resp. {II3)) la restriction de (/) (resp. 
(//)) à ce cas. 

4) si a~^{i + 1) < p < a^^{i): on note (14) (resp. {Ha)) la restriction de (/) (resp. 
(//)) à ce cas. 

On vérifie directement que (/a) + {1^) = et (1/3) + {Ha) = 0. 
Dans la somme (III), on distingue deux cas: 

1) si a^^{k — 1) £ {1, . . . ,p}: on note (HIi) la restriction de (///) à ce cas. 

2) si a~^{k — 1) G {p + 1, . . . ,p + g}: on note {III2) la restriction de (///) à ce cas. 

Dans la somme {IV), on distingue deux cas: 

1) si a^^{k + 2) G {1, . . . ,p}: on note {IVi) la restriction de {IV) à ce cas. 

2) si a^^{k + 2) G {p + 1, . . . ,p + g}: on note {IV2) la restriction de {IV) à ce cas. 

Donc/i([X,y]) s'écrit: 

/i([a[i,p], a[p+i,p+,]]) = (II) + {h) + (/II) + (I/2) + {Ilh) + {Ilh) + {IVi) + {IV2). 
D'autre part, on sait que 

/i(&atp,g(a[i,p],/5[p+i,p+q])) = ^a*p-i,g(M("[i,p]))a[p+i,p+g])+(-l)"'^''''^a*P,9-i(a[i,p]>/^(a[p+i,p+g]))- 
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Donc 



[M(a[i,p]),ab+i,P+g]]= Yl e(a)(-l)^'-<>"--^M 



aÇ^Bat{p,q) 
i<A:-l;cr-i(fc)<p<o--i(fc+l) 
{a-^{i),a-Hi+l)}c{l,...,p} 

+ Yl e(a)(-l)^'-<'"--^M 

(7£Bat(p,q) 
i>k+l;cr-'^(k)<p<a-'^{k+l) 
{a-Hi),^-'(i+l)}C{l,...,p} 

+ Yl e(cj)(-l)^''<'="--iM 

(TGBat(p,g) 
A:;cr-l(fc)<o-"H'i:+l)<P<o'"Hfc+2) 



On vérifie que (/') = (/i), (//') = (IIi)- De plus, en appliquant l'identité de Leibniz pour 
[M(aa-i(fe),aCT-i(fc+i)),"a-i(fc+2)], on obtient, 



(///')= Y, £(a){-l)^-<^''--Hr) 



(T(iBat(p,q) 
k;a-'^(k)<a-'^(k+l)<p<a-'^(k+2) 

a^-i(i)0 . . . 0/i(a^-i(A;), [aa-i(fc+i),aa-i(fe+2)])^- • • ®«a-l(p+9) 

+ V" e(o-)(_l)Sr<fc"<.-l(r)(_l)«<.-l(fc + l)"<T-l(fc+2) 

(TgBat(p,g) 

a^-i(i)0 . . . 0/i([a^-i(fc),a^-i(fc+2)],aa-i(fc+i))^- • • ®"a-i(p+<?) 

{II h) + (/yi). 
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De même, on vérifie que 

(-l)'^[i-l[a[i,p],A/(a[p+i,p+,])] = J2 e(a)(-l)^-^'^-^W 

cr£Bat(p,q) 

î<A;-l;cr-i(fc)<p<o--i(fc+l) 

{a-'^{{},a-'^{i+l)}C{p+l,...,p+q} 

a^-i(i)^. . . ®Ai(aa-i(j),aa-i(i+i))^- • •^[aa-i(fc),aa-i(fc+i)]^- • • ®aa-i(p+ç) 

(TSi?at(p,q) 

î>fc+l;o-l(fc)<p<(T-l(fc+l) 
{(T-l(J),cr-l(i+l)}c{p+l,...,p+(î} 

+ ^ e(cr)(-l)^''<'=+i"-"'M 

(TSSat(p,ç) 
fc;o--l(A;)<p<cr-l(A;+l)<(T-l(A;+2) 

On vérifie comme plus haut que (/") = (h), (//") = (1/2) et (///") = (Ilh) + {IV2), 
ce qui achève la preuve. □ 

6. Gryo ALGÈBRE 



6.1. Loo algèbre associée à H. 

Par convention, dans toute la suite on notera le degré d'un élément a[i,n] = ai® . . . 0an £ 
(g)"(Ç/[l]) par a^i^n] = Y17=i'^i ^^ ^^ utilisera des lettres capitales pour les paquets, c'est 
à dire, pour un paquet X = Q!i^...®a„ G ((E*" (^ [-*-])) [-*-] ^ ^^i^] ^^ degré sera noté 
X = Er=i Oi - 1 = a[i,n] - 1- 

Le degré d'un élément Xi Xn € 5'"'(7^[1]) est alors xi + ■ ■ ■ + x„. 

{TC, fi,[ , ]) étant une algèbre de Lie diflîérentielle graduée. En suivant l'étude qu'on a fait 
dans la section 2, on pourra construire une L^o algèbre associée à 7ï notée ( S^{7ï[l\), A, i+ 



m I , avec 

{£ + m)2 = (-2 = [ , ] et (^ + m)i = mi = fi. 
La comultiplication A est définie sur 5'^(7i[l]) par 

A(Xi Xn)= Yl eCi);a^f)Xj®Xj. 

IUj={l,...n} 
#/>0,#J>0 

Le crochet [ , ] sur Tl était antisyétrique de degré 0. Comme l'on veut une codérivation 
de degré 1 pour A, on pose i2{X,Y) = {—1)^[X,Y]. £2 devient une application symétrique 
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sur 5^(7Y[1]) de degré 1. Elle vérifie: 

(i)£2(x,y) = (-if^£2(y,x), 

(ii) [-\Tm2{x, y), z) + {-\rh{h{Y. z), X) + {-lyyi^mz. x)X) = o, 

(iii) mi{h{X,Y)) = -i2{mi{X),Y) + {-lf+^l2{X,mi{Y)). 

On prolonge le crochet ^2 à S~^{l-L[l\) de façon unique en une codérivation de degré 1 de 
la cogèbre (S'"'"(7i[l]), A). Ce prolongement est donné par: 

^{^1 ^n) = 2^£ {xiXjXi...îî..Xn) hiXi,Xj).Xi î- ■ ■ j Xn- 

i<j 

£ est de carré nul i o £ = 0. 

On prolonge, de même, mi à S'^(7i[lf) en une dérivation m de degré 1 par: 

n 

m{Xi Xn) = J^(-l)^i<-<^"'-Xi mi{X,) Xn. 

i=i 

m est commutative et vérifie m o m = 0. 

De plus, grâce à la propriété (iii), on a (£ + m) o (^ + m) = 0. 
On peut voir alors ( 5"*" (7^[1]) , A, ^ + m j comme une L^o algèbre. 



6.2. Le cocrochet k. 

{7i,5,m,i) étant une Cœ algèbre. Le cocrochet 5 sur (^^(^[1]) devient un cocrochet n 
sur (g)^(Ç[l])[l] défini par: 
Pour X = ai® . . . 0ap, 



-.{X) = Y, ((-i)"'^-i«[i,] (g) «[,+!,,] - £ (a,,:::rL,,i ) (-i)"'^+^-i«y+i,,] (g)a{i,...,}) 



p-i 

k{X) = 

i=i 
p-i 

= ^(-1)"^+^ (y, ®V,+e{V, % ) ay+1,,] (g) «[!,] 

i=i 

oîi C/j = a[ij], Vj- = ay+i^p], Uj = ajij] - 1 et Vj = ay+i,p]-i. 

Autrement, 

p-i 

k(x) = ^^(-1)"^+^ ([/, (g) is- + r{u, (g) y,)) . 

Le cocrochet k, sur (^''(Ç[l])[l] est alors cosymétrique (k = r o «;) et de degré 1. 



Us+1 ^ 
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On prolonge k à ^^(^^[l]) par: 

'^(^l ^n)= E (-1)E.<.-. ^ (_1) 

l<s<n Us®Vs=Xs 

IUJ={l,...,n}\{s} Us,Vsy^ê 

X (e ( X, l'rl"xj ) Xj.Us (^Vs.Xj + e{ ., %\-l"xj ) Xj.V^ (g) Us.Xj^ , 
avec 

e{.,%-fr.j)=e{.7^-%){-l) ^eJ (-1) ie/ . 
En posant T12 = t Ç^ id et T23 = id<^T, k vérifie les identités de coJacobi et de coLeibniz: 

Proposition 6.1. 

(i) ( îd®^ + T12 o T23 + T23 o T12 ] o [k (g) id) o K = 0. (identité de coJacobi graduée) 

(ii) {id (8) A) o K = (k (8) îd) o A + T12 o (id k) o A. (identité de coLeibniz graduée) 
(Voir [BCmkwj ) 

Preuve: 

(i) On calcule d'abord, (k (g) id) o /t(Xi Xn), on trouve pour t ^ s des termes de la 

forme: 



(1) : Si.Xi.UtQ^Vt.Xj.UsQ^Vs.XK 

(2) : es.X/.Fi (g) ?7t.Xj.?7, (g) y,.X,^ 

(3) : e3.X1.Ut (g) T4.Xj.y, (g) Us.Xk 

(4) : e4.X7.V^t (g) Ut.Xj.Vs (g) ?7,.Xi^ 

(5) : e5.X1.Us.Ut (g) T^.Xj (g) y,.Xi^ 

(6) : eQ.Xj.Us.Vt (g) ?7t.Xj (g) F^.X;^ 

(7) : £7-^/-^s.^t (g) V^f^j (g) ^..^i^ 

(8) : es.Xi.Vs.Vt (g) f/^.Xj (g) Us.Xk 

Et pour t = s, si Xs = Ug ® Vg Ws on trouve des termes de la forme: 

(9) : eg.Xi.Us (g) Vs.Xj (g) Ws.Xk 

(10) : eio.X,.V; (g) Us-Xj (g) W^,.X^ 

(11) : eii.X,.y, (g) t^^.Xj (g) C/,.X;^ 

(12) : ei2.X,.W^, (g) y,.Xj (g) [/,.X^ 

On s'intéresse par exemple au terme (1) = ei.Xj.Ut(^Vt.Xj.Us<^Vs.Xx de (k ^ id) o 

/î(Xi Xn) et on cherche le terme correspondant dans ( id^^ + T12 o T23 + T23 o T12 ) o (/t (g) 

id) o k{Xi Xn). Il aparaît uniquement dans T12 o T23 o (k (g) id) o k(Xi Xn) avec le 

signe — £1. 
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En effet, le signe ei dans (1) est déterminé par: 

- On part de Xi,...,X„, on le ramène en Xi^Xt^Xj^Xg^X^ accompagné du signe 

( XI. ..Xn \ 

1^ \XI Xt XJ Xs XK )■ 

- On applique k, le terme Xj.Xt.Xj.Us <S> Vs-Xk apparaît une seule fois avec le signe 

( _-l\Xj+Xt+Xj+Us + l^ ( XX. ..Xn \ 

\ '-j ^\XlXt Xj Xs XK ) ■ 

- Après en appliquant {K(^id), on obtient une seule fois le terme Xj.Ut (^ Vt.Xj.Us (^ Vs.Xk 
avec le signe 

{_-\\Xt+Xj+Us+Ut^ ( X\...Xn \ _ /_l\t)t+Ws+a;j + l / X\...Xn \ — e 

\ ^) ^ \xi Xt xj Xs XK J ~ \ -'') ^ \xi Xt xj Xs XK J — tl- 

On cherche maintenant le signe du terme (1) dans ri2 o T23 o [k^ id) o k.{Xi Xn). 

- On part de Xi, . . . ,Xn, on le ramène en Xj,Xs,XK,Xt,Xf accompagné du signe 

/ XI. ..Xn \ 

C- \Xj Xs Xk Xt Xi )■ 

- On applique k, le terme Xj.Xs.XK-Vt ® Uf.Xj apparaît une seule fois avec le signe 

( _-\\Xj+Xs+XK+Ut + l+UtVt ^ ( XI. ..Xn \ 

\ ^) t. {xj Xs Xk Xt xi ) 

qui s'écrit encore Vt.Xj.Xg.Xx'S) -^i-^t accompagné du signe 

( _-\\X,J+Xs+XK+Ut + l+UtVt+UtXj+Vt{xK+Xs+Xj) ( XI...X 



e 



Xj Xs Xk Xt Xj 



- Après en appliquant {K<^id), on obtient une seule fois le terme Vt.Us<^ Vs.Xk ^ Xi.Ut 
avec le signe 

( _-\\Xj+Xs+XK+Ut + l+UtVt+UtXj+VtixK+Xa+Xj)+Xj+Vt+Us + l^ ( Xl...Xn \ 

\ ^) t \XJ Xs XK Xt XI ) ■ 

- On applique ensuite t\2 ° T23; on obtient le terme Xi.Xt.Ut (^ Vt.Xj.Ug (^ Vs.Xk avec 
le signe 



( _-\\X,J+Xs+XK+Ut + '\-+UtVt+UtXl+Vt(xK+Xs+X,j)+X,J+Vt+Us + l^ ( XI. ..Xn \ ^ ( Vt Xj Us Vs XK Xj 

\ ^) 1^ \XJ Xs Xk Xt XJ J >^ y XJ Ut Vt XJ Us Vs 

_ t'l\XJ+^s+XK+''^t + 'i-+UtVt+UtXj+Vt(xK+Xs+Xj)+Xj+Vt+Us + l ^ 

/ Xl...Xn \a(^J ^s ^K ^* ^I \ ( _-[\Xl + {vt + l){xj+XK+Xs)+Ut+Vt{xi+Ut)+XtXj 

^ ^ \xj Xs Xk Xt XJ ) ^ \xj Xt XJ Xs Xk ) \ ^) 

= -ei- 
Les autres termes se simplifient de façon pareille, 
(ii) D'une part, on a 



ut ■ 
XK . 
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,+1- 



{idC^ A) ok{Xi Xn)= Y. (-1)S.<.^« Y^ (_1)«^ 

l<s<n Us»Vs=Xs 

IUJUK={l,...,n}\{s} Us^sy^i 

x(e{ccj uMX x^ ) Xj.Us (^Xi(^Vs.XK + e{ ., „f ^.f .\ ., ) Xj.Us (g) Vs.Xk (g) Xi 



+ e{xj vTx-1% x^ ) Xj.V, ^Xi^\J,.XK-.e[ xj v?ufS^ x, ) Xj.V^ (g) Us-Xk (g) Xi 
= (1) + (2) + (3) + (4). 

D'autre part, on sait que A(Xi X„) = ^ e{ %-xj )Xi^Xj. 

IVJJ ={!,..., n} 

#i,#J>o 
Donc, 

{id0K)oA{x, Xn)= Y ^(.,ïvt%x)(-ir(-i)^'""' E (-ir 

l<s<n Us0Vs=Xs 

IUJUK={l,...,n}\{s} Us,Vs¥=9 



+1 



X [e ( xpx%f%^%^ ) Xi (g) Xj.[/, (g) y,.X;^ + e ( .f^x.'CCfx ) ^/ (g) ^J-V; (g) ^s-^i^ 
Alors, 

l<s<n Us^Vs=Xs 

IUJUK={l,...,n}\{s} Us,VsT^9 



+1 



X [s ( ?, ".i ^? ^: ^^ ) xj.t/, Q^XjQ^v^.xK + ei z vi x; l: il ) Xj.v, (g) x, (g) ?7,.X;, 

= (5) + (6). 
De plus, en écrivant que A{X\ X„) = N^ e ( '^xj'xi ) Xj (x) Xj, on a 

/UJ={l,...,n} 



{K®zd)oA{Xi Xn)= Yl £(:..xVfxxi)(-l)^'""' Y (-ir 



/UJUii'={l,...,n}\{s} Usysy^lè 



+1 



= (7) + (8). 

Un calcul nous montre que (1) = (5), (2) = (7), (3) = (6) et (4) = (8). Montrons par 
exemple que (1) = (5). 

En effet, dans (1), le terme Xj.Us (S) -^i (^ Vs.Xk apparaît avec le signe 



(-ij *<^ £[XJ Us Xj Vs Xk) ■ 
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Dans (5), ce terme apparaît avec le signe 

/ Xl...Xn W_l\J^ip raJi+Xz+Ms + l /- X/ X,/ Ms Ds aîif \ 

<^ {Xj Xj Xs Xli ) \ i-) = fc V Xj Us Xj Vs XfC ) 

= (-1) ^e/u^Vl) ^â"Vl)^'^''"'+"^''"'+'^(x. xTufvs x^)e{VjZ XJ II x^) 

= {-l)>:^<s-^+^^ + hU, u7xX X,) ■ 

Ce qui montre que (1) = (5). 

Donc, on trouve que {id ® /S) o k = [k® id) o A + ri2 o [id (g) k) o A. D 

Finalement, l'espace (5'"'"('H[1]), «;) est une cogèbre de Lie. On vérifie que m est une 
codérivation de degré 1 de 5"'"(7Y[1]) pour le cocrochet n. 

Proposition 6.2. 

iid®m + m®id\ o k = —k o m. 

Preuve: 

On a 



K O m{Xi Xn) = ^(-1)^»<="^k(Xi m{Xs) X„) 

s=l 

= y^(_i)E»<s^»+«i+i+Ei<t2^i|' 

t<s 

' itz:;tXtx7)^^-u^®v^MXs).xj+e(^^^^^^^^^^ 



^ f ^^::!":-!:::!î-;^: )xj.u,6d v,mxs).xj + e f ^^--rrriîr :,!-;^: ) ^/•-(^s).f/. (5^ ^..x. 



X; Ut Vt {Xs + l) Xj J ^' * K>' *■ \ S)- J ^ y ^^ (Xs+l) Ut Vt Xj 

n 

E.<.^»+K+i)+i 



+ E(-i) 



S = l 



- f ^^r:: !:::;!-:;^:U/-^^(^-(^.)-^. +4^^;-r;iif,!?-.;^" ) xjMVs)6àu..xj 



Xj Us (Vs + l) XJ J -* ■ ^ yOy ^ ^'' ■■' \ Xj (Vs+l) Us XJ 

= (1) + (2) + (3) + (4) + (5) + (6) + (7) + (8) + (9) + (10) + (11) + (12). 

Après, en calculant {id(gim)oK{Xi Xn), on obtient —(1) — (3) — (5) — (7) — (10) — (11) 

et en calculant (m id) o k{Xi X„), on obtient -(2) - (4) - (6) - (8) - (9) - (12). Par 
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exemple, le terme Xi.Ut(^Vt.m{Xs).Xj de (1) apparaît dans k o m{Xi Xn) avec le 

signe 

V / \ Xj Ut Vt (î^s + l) Xj J 

Ce même terme appaît dans {id iX) m) o k{Xi Xn) avec le signe 

( _-\\J2i<t'-^i+^t + ^ ( —lY-^I+^t+'"t g ( Xl...UtVt...Xs...Xn \ 

V / V / V xj Uf Vi Xs X j j 

Xl...UtVt...{Xs + l)...X„\ (_l\T.^<t^^+^t + l(_l\XI+Ut+Vt(_l^ i(,J jgj 

Xj Ut Vt (Xs+l) Xj )^ > ^ > ^ > 

= f_l)^t+Et<,<s^i + lp f Xl...UtVt...{Xs + l)...Xn\ 
y > \ XI Ut Vt {Xs+l) XJ J 

D'où, le résultat. D 

Aussi, on vérifie aussi que le crochet £ est une codérivation de degré 1 de S'^{Ti.[l]) pour 



k: 

Proposition 6.3. 



idÇ^ £ + £ Ç^ idj o k = —k o £. 



Preuve: 

On a d'une part 

XI...X 

KO 



^(^1 Xn) = K{Y,e(,^,X;']-,„,^)£2{X„X,)X,...A...j....X,^ 

xl xfxj ) £2 {Xi , Xj ) .Xj) 



K 


J 




( 


>: 

={l,...,n}\{i 


S 



Dans K o £{Xi Xn), il apparaît un terme (/) de la forme 

£2{X,,Xj).Xj,.Usl^Vs.Xj, 
avec le signe 

où on a posé J = Ji U {s} U J2. 

D'autre part, cherchons le terme correspondant dans {£ (^ id) o k{Xi Xn)- 

On a 

{£(g)id)oK{Xi Xn) = {£(^id){Y^ Yl Yl (-l)^'-<=^'-+"^+^: 

JlUJ2={l,...,n}\bj,s} t/s,Vs7^0 
X e ( Xi Xj Xj^ Us Vs"xj^ ) Xi.Xj.Xj^ .Us Q^ Vg.Xj^ + • • • ) 

= (-i)^'-<= -.+«.+!£ ( ,^ -;--; ----"^^^ ) £^{x,,Xj).Xj, .Us (g) y,.Xj, + • • • . 

Le premier terme (1) = £2{Xi,Xj).Xj-^^.Us<^Vs.Xj.^ apparaît donc avec le signe 
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Alors, (/) = —(1). De même, les autres termes apparaissent dans le premier membre et le 
second membre à un signe (—1) près. 

Juste le cas où on coupe l!.2{Xi,Xj) par k, on va l'étudier comme le cas oii on a deux 
paquets. 

En effet, si X = ai0 . . . ®_ap et y = «p+i^ . . . 0ap+q, on sait que 



-1 (A;) ) «(7-1(^+1)]^ ••• ^«CT-i(p+g)- 



^2(x,y) 


= 










(-ir 


N ' e ( a 

^(fc)<p<<T-i(fc+l) 


«1 •■■ Up+q ^ 
.-l(l)--'*<T-l(p+9) ^ 


(Xa- 


-1(1)0. 


. . 0K- 


Alors, 












Koi2{x,Y) = {-ir 

k; (7^ 


>: 

aeBat{p,q) 
-l(fc)<p<cr-l(fc+l) 


i- 


ai .. 

<T-1(1)- 


• O-p + q 
■"■a-1-(p + q) 



E 

t<k 



\Z]î<t Û^CT-lCi) 



(-1) '-* " '<"'"a-l(l)^- • • 0aa-l(t) QS)aa-l(t+l)^- • •^[aa-l(fc),"a-l(fe+l)M- • -^«a-lCp+ç) 



a„-i 



(t+l)0 . . . 0[aa-l(fc) ' a<7-l(fc+l)M • • • ^»a~^p+q) (^ «^-1(1)^ • • • ®«<T-l(t)) 

E 



t>A; 

\Ei<t"<T-l(i 



_ ('_1\E.>ta<,-l(,)^ ( ^ "1 ■■■ '*P+9 

l '') t 1 a[<^-i(t+l),<^-i(p+,)],a[^-i(l),<^-i(t)] 



"a-l(t+l)^ • • • ^aa-l(p+g) (^ "^^-^l)^ " " " ^[«^-^ W ' «a-l(fc+l)M • • • ^Oia-^H) 

= (1) + (2) + (3) + (4). 

Sachant que k passe au quotient modulo les battements, alors, par exemple pour le terme 
(1) = a^-i(i)0...0a^-i(()(g)a^-i(i+i)0...0[a^-i(fc),a^-i(fc+i)]0...0a^-i(p+g) qui ap- 
paraît dans Koi2iX, Y), on a nécessairement «0—1(1), . . . , «o— i(t) appartiennent tous à X ou 
à Y. Alors, on a nécessairement ao— i(i)0 . . . 0acr-i(t) = Qîi0 • • • 0Q^t ou «0— i(i)0 . . . 0acr-i(t) 

Supposons, par exemple, que le terme (1) s'écrit: 



ap+10 .. .0ap+i(^ 0^-1(4+1)0. . .0[a^-i(fc), a^-i(fc+i)]0. . .0a^-i(p+g). 

Il apparaît dans Koi2{X,Y) avec le signe (-!)"'£ ( a^-^\y:.aJ':!i\^^A {-l)^P+l<^<P+t"■i . 
Cherchons le terme correspondant dans (id £2) ° /^(X, Y). 
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Posons U = Op+i^ . . . ^«p+t et V = Op+i+i® . . . 0ap+g. On sait que 

q 

k{X,Y) = ^(-l)''+"+^e(ï^;^)C/(^(ap+i+i^...®ap+g).(ai0...0ap) + d'autres termes. 
t=i 

En appliquant (id (8) ^2)5 on obtient: 

Q 

(id £2) o KiX,Y) = ^(-ir(-ir+"+^e (S " ï) f/(g)^2(ap+t+i^. • .^ap+^-ai^. . . 0ap) 

+ d'autres ternies... 

On considère une permutation A de Sp-^^q définie par: 

p + i, si l < i < q; 

Posons (3i = ax(i) ■ Alors, 



\ i — q, siq+l<i<p + q. 



{id £2) o k{x, y)= y. (-1)'^''^ iiiDeU _';:;;"!:' ^ , ) 

^ — ' \ \n '-(t+i),'? '-(.v+q)] / 

t<k 

ri&Bat{q-t,p); r;"^{fc)<(j<»ï"l(fc+l) 

t^(^/?»?-i{t+i)^- • •®[/5»?-i(fc)>/3,7-i(fc+i)M- • -^/^r^-iCp+ç) + d'autres termes... 
où rj est un battement de Bat{q — t,p) définie sur {t + 1, . . . ,p + q}. 

Dans la somme précédente, fixant r] G Bat{q — t,p) telle que r]{i) = a o A(î),Vi E 
{t + l, . . . ,p + q}. On construit, après, une permutation v de 5'p+q définie par: 

-ic\ _ j P + h si l < i < t 

\ '?~^(0' si t + l < i < p + q. 

On vérifie que i^ appartient à Bat{q,p), j3y-iu\ = a„-iu\,yi E {1, . . . ,p + g} et que 



hi^.p+q] 

*[i'-l{l),^-l{p+g)l 



; V J^; ^ v"[<T-i{i).<T-i(p+9)]y • 



Allais, par construction v ^{k) < g' < v ^(/c + 1). On construit, alors, une nouvelle 
permutation p de Sp+q définie par: 

p-i(i) =z^-^(i), yi(^{k,k + l}, p^^k) =u~\k + l) et p-i(A: + l) = iy-\k). 

On vérifie que /? appartient à Bat{q,p), /îp-i(j) = ag— i(-j),Vi ^ {/c,A;+ 1}, fip-i(k) = 
"<7-i(fe+i)' /5p-i{fc+i) = "a-i(fe)' P^H^) < P < P~H^ + 1) et que 

ef. ^'^■''+''' ^ = f-l)'='[i.Pl«b+i,P+9]ef „ '*[i>p+9l ^ (-_i)«.-i(fc)"a-i(fc+i) 
VVi(i).P-i(p+5)i; ^ ^ ^ V[--Hi),--Hp+q)] ) ^ ^> 

Enfin, le terme 

U (g) /3p-i(t+i)® • • • ^[/3p-i(fc)> /3p-i(fe+i)M • • • ®Pp-Hp+q) 
= ap+i® . . . ®ap+t (^ aa-i(t+i)^ • • • ® K-^fc+i) , «a-i (fc)]^ • • • ®pi„-Hp+q) 
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apparaît dans (id (X" ^2) ° k{X, Y) avec le signe 

Donc, le terme Op+i®. . .®ap+i (g) a^-i((+i)®. . .0[a^-i(fe), 0^-1(^+1)]^. . .®a^-i(p+ç) ap- 
paraît dans {id (8> ^2) o f^-iX, Y) avec le signe 

{-ir^^e ( s™ ) (-i)'^^.i«b+i,P+.ie ( a,^_,;i;:r_f ,^^^, ) (-i) 

D 
6.3. Goo algèbre. 

On a construit deux codérivations m et £ de degré 1 pour la comultiplication A de la 
cogèbre cocommutative et coassociative [S~^{H[1]), A) et pour le cocrochet k de la cogèbre 
de Lie (5"'"(7Y[1]), k) vérifiant mom = Oetioi = 0. De plus, la comultiplication A et le 
cocrochet k vérifie l'identité de coLeibniz 

(id (g) A) o K = (k (g) id) o A + T12 o [id (g) /t) o A. 

On dit que [S^{TC[l\), A, KJ est une cogèbre de Gerstenhaber graduée. 

Comme £ + m est une codérivation de degré 1 de (^S~^(H[1]),A,kj vérifiant l'équation 
maîtresse [£ + m,i + m\ = {£ + m)^ = 0. Alors, (5"'"(7^[1]), A,k,£ + m) est une cogèbre de 
Gerstenhaber différentielle graduée. 

Définition 6.4. (Gqo algèbre) 

Une Goo algèbre est une bicogèbre de la forme G{G) = (S^ f (^ (^[1])[1]) j^i'^J "munie 
d'une codérivation pour les deux structures A et k notée i + m et de carré nul. 

Soit G une algèbre de Gerstenhaber, alors, G{G) = [S^ (<^^{Q[l])[l]] ,A,K,i + m] 
avec 

4 = sî A: / 2, i2iX,Y) = i-lf[X,Y], nik = si k ^ l, niiiX) = fi{X), 

{X,Y € 7Y = (^ (^[1])) s'appelle la Goo algèbre enveloppante de l'algèbre G- 

Remarque 6.5. 

Pour définir une codérivation Q de la bicogèbre IS^ ( (^ (t/[l])[l] 1 ,A,k], il suffit de 
se donner une suite d'applications 

Qi%. ■■ ®'\o[i]m ®'"(a[i])[i] ^G (pi + . • • +p„ = N). 

(cette construction est explicitée dans la section suivante pour des morphismes de bicogèbres). 
Une Goo algèbre est la Goo algèbre enveloppante d'une algèbre de Gerstenhaber si et 
seulment si sa codérivation i + m vérifie {i + myp-^^p^ = sauf pour {i + m)\-^ et {i- + m)2 ■ 
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7. COHOMOLOGIE DE ChEVALLEY-HARRISON DES ALGÈBRES DE GeRSTENHABER 



7.1. Morphismes de cogèbres entre Gœ algèbres. 

Rappelons que si 5'+(g[l]) et 5'"'"(g'[l]) sont deux L^o algèbres, resp.si (^ (^[1]) et 
(^(A'[l]) sont deux Coo algèbres, un morphisme F de Lqo algèbre, resp de Cqo algèbre 
entre ces deux algèbres est un morphisme de cogèbre qui commute avec les codifférentielles 
i^ et l^ , resp. les codifférentielles m et m . De plus, les morphismes de cogèbres sont 
caractérisés par leurs projections F„ 

F„ : 5"(0[1]) ^ {) resp. F„ : (5?)"(A[1]) ^ A'. 



Dans le cas de Goo algèbres, S+ [<^ {G[l])[l]\ et S+ [<^ {G' [l\)[l]\ , on dispose de deux 
coproduits: A et n. 

Proposition 7.1. (Les morphismes de cogèbres entre deux Goo-algèbres) 

Un morphisme de cogèbre F : S+ ((g)^(Ç[l])[l]) — > S+ (<S>^ (G' [l])[l]) , c'est à dire 
une application linéaire telle que 

{F(g)F)oA = AoF et {F (g) F) o k = ko F, 
est uniquement caractérisé par ses projections dans G' , que l'on note: 

fp...Pr. ■■ <^\G[l]) <^\G[l])^G'. 

Nous ne démontrerons pas cette proposition annoncée dans [BGHHW] et |GH| . Nous 
allons seulement expliquer comment reconstruire F à partir des fp^...p^. On vient de voir 
qu'il suffit de retrouver les projections 



Fn : S- (®^(a[l])[l]) ^0^mi]) 



pour caractériser F. On va donc se contenter de décrire la construction des applications 
Fn à partir des applications fp^...p„. 

Soit donc Xi Xn un élément de 5" (^^{G[l])[l]) , avec 



Xj = a{0...^^p.. 

Fn{Xi Xn) est une somme de produits tensoriels modulo les battements de f{Yk) (1 < 

A; < t) oii les Y^ sont des produit . de parties des Xj de la forme: 

U^ = ai^_^^^ai^^^^ . . . ^al^^^ (0 < r, < pj). 

On envoie donc les produits (f^i . . . '^U}^) (C/"® . . . ®Ur„) ^^^^ ^^^ sommes de termes 

de la forme 

f{Y^)®...^f{Yt) = f{Vl K'M- • -^/C^/ K*)- 

Les V}' forment une permutation des [//. Si un Xj n'est pas décomposé {rj = 1), il ne peut 
apparaître qu'en facteur d'au moins une vraie partie [// d'un autre X {rji > 1). Si un 
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Xj est décomposé (r^ > 1) chacune de ses parties apparaît dans un Y différent. Enfin, il 
y a autant de . et de ® dans l'expression de Xi Xn que dans celle des fiYi)^ . . . ^f{Yt). 

Etape 1: Description des découpages des Xj. 

On utilise un tableau T k n lignes. On découpe les Xj. Chaque ligne j du tableau T a 
rj cases. Dans chaque case, on place les portions de Xj dans l'ordre du découpage ainsi: si 
on écrit Xj = C/^ . . . 0Urj , on aura une ligne: 



u( 


ui 




uh 



Notons L = nombre de lignes, C = nombre de colonnes, N = nombre de cases de T. 
Par exemple si on envisage de décomposer X1.X2.X3.X4.X5.X6 en 

Xi . {U2^V2).Xs .iUi^Vim'4)-iU50V5m^5^R5).iUe^Ve), 
on posera: 



Xi 






U2 


V2 




X3 








Ua 


Va 


Wa 




Un 


v^ 


W^ 


R5 


Ue 


Vq 







Le tableau T caractérise maintenant la décomposition de Xi. 
Etape 2: Suppression des lignes de longueur 1 



.Xn 



On appelle Ti le sous-tableau obtenu en enlevant toutes les lignes de longueur 1 de T. 
Il est clair que l'on peut reconstruire T à partir de Ti. Celui-ci caractérise donc aussi la 
décomposition de notre monôme. Dans notre exemple: 



U2 


V2 






Ua 


Va 


Wa 




U5 


v^ 


VF5 


R^ 


Ue 


v^ 







Notons Li = nombre de lignes. Ci = nombre de colonnes, Xi = nombre de cases de Ti 
et h = Li — \. 

Etape 3: Construction du coeur de T' . 
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On dessine tous les tableaux T2 ayant h cases vides tels que la longueur des lignes décroît 
de haut vers le bas. Dans notre exemple, ce nombre est 3. Dans notre exemple, il y a 
quatre possibilités: 



To 



To 



To 



On ajoute ensuite une case vide à T2 en dessous de chacune des colonnes de T2 (s'il n'y a 
aucune colonne, on ne fait rien). On obtient un tableaux T3. Par exemple si on retient le 
second T2 ci dessus, on obtient. 



T. 



Etape 4: Construction de T4 vide 

On ajoute à la première ligne du tableau ainsi obtenu autant de cases qu'il faut pour 
obtenir un tableau T4 ayant le même nombre de cases que Ti, c'est à dire tel que A'^4 = A'^i. 

Remarque 7.2. 

On a ajouté Ni — N^ = Ni — {h + C2) cases à la première ligne de T^. Alors, T4 a donc 
C4 colonnes où 

C4 = C3 + Ni-{h + C2) 

= Ni — h = N — h — i^{Xj non décomposés} 

Par exemple si on retient le second T3 ci dessus, on choisit, puisque Ti possède 11 cases: 



T4 



Etape 5: Remplissage de T4 

On remplit ensuite T4 en mettant dans chaque case une des lettres de Ti ainsi: 
On lit Ti, ligne par ligne, de la gauche vers la droite. Pour la ligne j de Ti, de longueur 
rj, on choisit rj colonnes de T4 telles qu'il y ait dans chaque colonne au moins une case 
vide. Disons que ces colonnes sont q^, . . . , q^, avec ii < • • • < v.. On place la k^^'^^ entrée 

Ul de la ligne j de Ti dans la première case libre de la colonne n° i^ lorsqu'on parcourt la 
colonne de haut en bas. On obtient ainsi un tableau rempli T4. Par exemple: 



U2 


U4 


V2 


W4 


v^ 


w^ 


R5 


Ve 




f/5 


Va 






u. 







Etape 6: Ajout des Xj indécomposés 
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On ajoute des cases au tableau T4 en dessous des colonnes existante de T4 (exactement 
N — A'4 cases). On remplit ces cases en mettant les Xj = U^ indécomposés de T. On 
obtient un tableau T5. Par exemple: 



U2 


Ua 


V2 


Wa 


^5 


VFs 


R^ 


^6 




U5 


V4 


Xi 






Ua 


^3 







Etape 7: Définition de T' 

On range chaque colonne du tableau T^ ainsi obtenu dans l'ordre croissant du haut vers 
le bas. C'est à dire, on construit des colonnes c' de la forme: 



ui\ 



uil 



Ut 



On obtient ainsi un tableau noté T' . 
Dans notre exemple: 



T' 



avec il < • • • < jt. 



U2 


Ua 


V2 


Xi 


v^ 


w^ 


R5 


Ve 




f/5 


X3 


Wa 






f/6 


Va 







Etape 8: Calcul des F(T'). 



A chaque colonne c[ de T' (1 < i < s), on associe un élément f{c[) de G' qui est 
simplement l'image par / du produit . des termes de la colonne. Finalement on définit 
F{T') comme le produit £(7", T")^i=i/(Ci) modulo les battements avec le signe obtenu à 
partir de la permutation passant de T à T'. 

Dans notre exemple, on pose donc 



f{Yi) 
f{Y2) 
fiYs) 

fin) 

f{Y,) 
f{Y,) 
f{Y,) 
fiYs) 



f{U2) 

fiUi.U^.Ue) 

fiV2.X3.VA) 

HXi.Wa) 

fiV,) 

fiW^) 

fiR5) 

fin). 
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Donc 

F{T') = e{T,T')f{Yi)^f{Y2)^...0fiYs). 

Etape 9: Calcul de F{Xi X„). 

La quantité F{Xi Xn) s'obtient en faisant la somme pour des F{T') toutes les 

décompositions T de Xi Xn et pour chaque T pour tous les tableaux T' qu'on peut 

construire à partir de T : 

F{Xi Xn) = Y,<T,T')f{Y^)®f{Y2)®...^f{Yc^,). 

T,T' 

7.2. Cohomologie de Chevalley-Harrison. 

On a la définition naturelle: 
Définition 7.3. (Morphismes de Goo algèbres) 

Soit (S+ (^-^{Ç[l])[l]\ ,A,K,e + m\ et (s+ fe+(Ê?'[l])[l]) ,A',K',f + m') deux Goo 

algèbres. Une application F : S^ \® {G\^\)[^ ) — ^ S^ \® {Q'[^])[^] ) ^^^ '^^ morphisme 
de Goo algèbres si F est un morphisme de cogèbres: 

{F(g)F)oA = A' oF, {F(E)F)oK = k' oF, 

de degré qui préserve les codifférentielles: 

Fo{i + m) = {e' + m') o F. 

Soient {G,/\,[ , ]) et {Q',A',[ , ]') deux algèbres de Gerstenhaber. Comme précédem- 
ment, cherchons à construire un morphisme de Goo algèbres F. On a vu qu'en tant que 
morphisme de cogèbres, F est caractérisé par la suite des applications {fp^...p^). Donnons- 
nous un morphisme d'algèbres de Gerstenhaber /i : G — > Q' et cherchons à construire des 
applications fp^ p^ suivantes. Dans cette partie, nous noterons ces applications fp^ p„ si 

Supposons connues tous les fp^...p^ avec k = pi + ■ ■ ■ + Pr < N ^ on cherche les / , , . 

Si Xj est un élément de (2)^^(^[1])[1]' on notera aussi p{Xj) le nombre pj. 

Si on applique {£' + m') o F - F o {£ + m) à Xi Xn avec Xj G ^^^^'HG[1])[1] et 

J2iP{^j) ^ -^î aucun terme en f\ , n'apparaît. 

Ces termes apparaissent lorsqu'on applique {i' + m') o F — F o{i + m) à Xi X„ avec 

^ •p(Xj) = N + 1. On trouve les termes suivants: 
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Dans {Foi){Xi X„), on a: 

{Foe){Xi Xn) 

= T.^{./JJsl..^^) Pi^^^^3^Xu).X^. . . .j . . .k . . . .Xn) 
j<k 

= 2^^ Ui^fc^l---i---fc---^n j /p(x,)+p(Xfe)-l,p(Xi),...i...fc...,p(X„)(^2(^i,^fc)-^l- ...j...k... .Xn) 

j<k 
Dans (F o m){Xi Xn), on a: 

{Fom){Xi Xn)= Yl (-1)^'<^"'^(^1 rniiXj) X„) 

= E (-i)^^<^^ "4S),...,P(x,)-i,...,p(x„)(^i -i(^.) ^n) 

i/p(^i)>i 

Par ailleurs, dans {£' o F)(Xi Xn), les termes en f^^' n'apparaissent que dans les 

termes d'ordre 2 du développement de F. Avec les notations ci-dessus, il faut, en effet, 
au moins un produit de deux paquets et que l'un contienne N vecteurs de Ç' . Il reste 
seulement: 

(^' ° F)iXl Xn)= Yl ^t^ (^^'^'-■■>'^"^") ^^(^^■^•^iS),...i...,P(X„)(^l- ■■■J----Xn) 

j/p{Xj)=l 

+ y termes en j'^-*. 

r<N 

De même pour [m' o F){Xi Xn), les seuls termes en f^^^ apparaissant sont: 

im'oF)iXi Xn) 

= J2 ^ (4\.:i.X ) "^'(/f ^(«iM/S,,,,..,,..,,,(K^- • • ®<)-^i- ...j---.Xn 



Ip;j-l,pi,...j...,pr^ 



+ e (.r.v.-X';, ) "^'(4;^ij...,p.,p,-i(^i- ■ ■ ■ i- ■ ■ -^n-K^. . . ®<,_i)M/f'^K,)) 



+ \^ termes en f^^'. 

r<N 



L'opérateur de cobord dcH dit de Chevalley-Harrison associé à cette construction de F 
à /-[ est donc le suivant. 
L'espace des cochaînes est l'espace 



C^ = Y ^^^ (®''(^[1])[1] ®'"(a[l])[l], a'[l -N-n]^ 



Pl + -+Pn = N 
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Le cobord dcH '■ C^ — > (jN+i ^^^ ^^ ^q, forme dcH = dm + di avec 

+ (-1)"^^ ^-^-^^m' {4^l,^.^_,^X, («i® . . . ®<,_i) . . . .XnW['\ai^)) 



^n)- 



De même, d^ : Cj^...p„ ^ J^ C^,îqip,...j...p^ s'écrit 

i, iîi+'?2=Pi+i 



(rf^/p^...pj = E (^^/)^ 



'''?l,'?2,Pl---J---Pn 

3 
gi+'?2=Pj + l 



ny 



Avec 

1. Si (71 > 1 et 92 > 1, alors 

(^^/Cl...i...p.(^l-^2.Xl....i....Xn) = 

2. Si g^i = 1 et 52 = Pj > 1, alors 

+ e {y^ys^^^:::^: ) /(/f ^(n), 4!'L(^i ^2 ^n) 

3. On a la même formule par symétrie si (72 = 1 et qi = Pj > 1- 

4. Enfin, si gi = 0^2 = 1) alors 

WiT'^, , {Y,.Y2.X,....j....X^) = 

^{^^r^x^:::S:)e' {fi'\Y^).fW^Jx, v^ x„)) 

+ e (^ir.l:::k^2" ) ^' {4^.1pA^i Yi x^).fi'\Y,) 

- (.-^)^^<^''e{y^y:^^t^:)f{^ljx, liY^.Y^) x„). 

Proposition 7.4. {dcH est un opfateur de cobord) 

Soit fi : Ç — > G' un morphisme d'algèbres de Gerstenhaber. Alors 

(i) Pour tout N , fl + ^p^_| \-p„=N fpi---Pn définit un morphisme de G^o algèbres à 

l'ordre N + 1 de G{Q) dans G{G') si et seulement si: 

dcni E 4a. 

\pi+-+Pn,=N 
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(ii) Pour tout g = X^piH \-p„=N-i9pi---Pn! f + dcnd est un morphisme à l'ordre A^+1. 

(iii) On a donc 

dcH o dcH = 0. 



Un exemple 



Dans cette section, nous allons montrer comment le premier cocycle fondamental de 
la cohomologie de Chevalley des champs de vecteurs à valeurs dans les fonctions survit 
dans la cohomologie de Chevalley-Harrison d'une sous algèbre de Gerstenhaber naturelle 
de Tpoiy{M.'^) à valeurs dans le corps de base. 

On note G = TJ^oiyi'^'^) l'espace des tenseurs totalement antisymétriques 

il<--<ik 

tels que chaque coefficient a^^"**^ est un polynôme homogène de degré k. 

Tpoi^iM'^) est une sous algèbre de Gerstenhaber de Tpoiy{R'^). En effet, si a, /3 G T^^^i^iM'^), 
alors, et A/3 et [a,/3]s sont encore des tenseurs homogènes et ils appartiennent à Tp"j^{W^). 

D'autre part, Ç' = M muni de la multiplication usuelle a A f3 = aj3 et du crochet nul 
[a, /9] = est une algèbre de Gerstenhaber pour la graduation degré{a) = 0, quel que soit 
a € M. L'application 

'^ ^ 10, sinon. 

est un morphisme d'algèbres de Gerstenhaber. 

Ceci définit donc une cohomologie de Chevalley-Harrison sur les espaces 

C,^...,„ = Hom (®'^(e[l])[l] ®'"(^[l])[l],a'[l -N-n]y 

On sait dans [AAClj ou |AAC2j . que le premier cocycle fondamental de Chevalley pour 
les champs de vecteurs ou les tenseurs linéaires est un 3-cocycle qui s'écrit: 

/ (q 1 , «2 , «3 ) = di,^a\^di^ 0*2^ ôj2 «3* - 9j2 a\^ di^ a^^ di^ a'^ . 

Considérons donc l'application f\^^^ G Cf^^^ définie ainsi: 

/ni((«i)-(a2)-(a3)) = di^aldi^a:idi^a^ - di^a^ di^a'^ di.^d^ , 

si tous les aj sont des champs de vecteurs, sinon. (On a utilisé la notation (a) pour 
représenter un paquet contenant le seul tenseur a.) 

L'application / = ffn n'est pas nulle car fiii{{xid2)-{x2dz).{x2,di)) = 1. Elle est bien 
définie sur G{G). De plus, elle est un cocycle car dm{f) € Cfn mais /(7n(a®/3), 02,03) est 
non nul seulement si a A /3 est un champ de vecteurs, c'est à dire si a est une constante et 
P est un champ de vecteurs ou /3 est une constante et a est un champ de vecteurs. 
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?7i'(/j^(a), /(/5, 02,03)) est non nul seulement si a est une constante et /3 est un champ 
de vecteurs. 

De même, m'(/(a, «2, 03), /i (/?)) est non nul seulement si /3 est une constante et a est 
un champ de vecteurs. 

Il nous reste 

(dm/)((a),(/3),(a2),(a3)) = -/ni(a/3,a2, «3) + a/ni(/3, «2,03) = 

ou 

(dm/)((a),(/3),(a2),(a3)) = /3/iii(a,a2, "3) - /ni (a/5, «2, «3) = 0. 

D'autre part, d^(/) = 0. En effet, on a ^' = et nécessairement (i£(/) G C'^m- 
Alors, les seuls termes restant sont de la forme /f^j^ (£((«).(/?)). (7). ((î)). Ces termes sont 
différents de seulement si q, /?, 7 et 5 sont des champs de vecteurs. Il ne reste que: 

(^^/)iiii ((ai)-(a2)-(a3)-(a4)) = /([«i, a2]s', «3, «4) - /([«i, «315, «2, «4) 

+ /([ai,a4]5,a2,a3) + /([a2,a3]5,ai,a4) - /([a2, a4]s', «i, «3) + /([a3,"4]5,ai,a2) 

= (dc/)(ai, «2, «3, 04) = 0. 

De plus, / ne peut pas être un cobord car la seule possibilité serait /f^^^ = di{gfi) avec 
dmidn) = 0. Mais, puisque ffn s'annule sur les tenseurs qui ne sont pas des champs de 
vecteurs et puisque £((a).(/3)) = —[a, (3]s n'est un champ de vecteurs que si a et /3 sont des 
champs de vecteurs, on peut supposer que gfi s'annule sur tous les paquets (a), (/3) sauf si 
a et P sont des champs de vecteurs. 

Alors, l'équation ff-^^^ = d^{gli) s'écrit / = dc{gfi) et on sait que / n'est pas un cobord 
pour la cohomologie de Chevalley. 

Théorème 8.1. 

La cohomologie de Chevalley-Harrison de T^oly^'^) '^ valeurs dans M n'est pas triviale. 

Remarque 8.2. 

Ce cocycle est du type des opérateurs définis par des "graphes avec paquets" introduits 
par Gammella et Halhout (voir [GaHa] ). Il est associé au graphe: 




Le fait de se restreindre à ri'^°™'(M ) nous a permis d'éliminer dans le calcul de dm (/in) 
le graphe suivant: 
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